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Zusammenfassung

Das Thema dieser Seminararbeit ist die vollst¤andige Bewachung der Außen-
�¤achen eines Polyeders bei Verwendung einer m¤oglichst geringen W¤achterzahl.
Diese Aufgabe wird als �Minimum Fortress Guard Problem (MFGP)� bezeich-
net. Ein typisches Anwendungsgebiet ist einmal nat¤urlich die ¤Uberwachung
(z.B. von Geb¤auden oder Kunstgegenst¤anden), aber auch die Objekt¤uberpr¤u-
fung und die Telenavigation mit bildbasiertem Rendern.

Zu Beginn steht eine Abstrahierung dieses Problems mit R¤uckf¤uhrung auf be-
kannte Probleme, die dessen NP-Vollst¤andigkeit belegen.
Deswegen betrachten wir zun¤achst die Approximation mittels eines Greedy-
Algorithmus, um anschließend, unter Verwendung der Vapnik-Chervonenkis
(VC)-Dimension, eine optimiertere Herangehensweise zu �nden. Dazu analysie-
ren wir verschiedene Beobachterkon�gurationen im zwei- und dreidimensionalen
Raum. Hierbei wird sich herausstellen, daß diese Approximationsl¤osung im drei-
dimensionalen Fall (s. obige Anwendungsgebiete) nicht zum gew¤unschten Erfolg
f¤uhrt.
Nach dieser Feststellung folgt eine tiefere Betrachtung (incl. eines Algorithmus)
f¤ur einfache Polygone in der Ebene.
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Kapitel 1

Einführung

M¤ochte man die Außenkanten eines Polygons vollst¤andig einsehen k¤onnen, so
nennt man diese Aufgabe das �Fortress Problem� [Mat98]. Bildlich gesprochen
redet man im allgemeinen von �Festungen� statt von Polygonen. Eine inter-
essante Herausforderung ergibt sich, wenn es darum geht, die Bewachung der
Außenseiten einer solchen Festung dahingehend zu optimieren, daß � unter ge-
wissen Nebenbedingungen (z.Bsp. vorgegebene Bereiche f¤ur W¤achterpositionen)
� die Anzahl der zur vollst¤andigen Einsehung erforderlichen Wachen minimiert
wird. Im folgenden werden wir dieses Problem mit der Abk¤urzung �MFGP�
(Minimum Fortress Guard Problem) bezeichnen.
Wie man in Abb. 1.1 erkennt, besteht zwischen MFGP und MAGP (Minimum

g1

g2

P

P �

Abbildung 1.1: Transformation von MFGP zu MAGP durch einfaches Umranden mit einer
Box.
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Art Gallery Problem), bei dem es darum geht, eine Kunstgalerie vollst¤andig von
innen zu bewachen, eine gewisse ¤Ahnlichkeit, die dann deutlich wird, wenn man
einen Rahmen um das Polygon legt und dabei eine kleine ¤O�nung zu ihrem In-
neren herausschneidet. In Abschnitt 2.3 werden wir sehen, daß beide Probleme
NP-vollst¤andig sind.
In dieser Arbeit besch¤aftigen wir uns daher mit der Betrachtung von Approxi-
mationsm¤oglichkeiten von MFGP im zwei- und dreidimensionalen Raum. Eine
gute Quelle zu fr¤uheren Ergebnissen �ndet sich in [ESW01].

Wir werden in dieser Arbeit drei unterschiedliche Arten erlaubter W¤achter- bzw.
Kamerapositionen analysieren:

1. beliebige W¤achterpositionierung (außerhalb der Festung)

2. Beschr¤ankung auf den Rand eines Kreises, der die Festung umschreibt,
bzw. auf die Ober�¤ache einer Kugel, in der das zu betrachtende Objekt
vollst¤andig enthalten ist

3. W¤achter, die sich nur außerhalb der konvexen H¤ulle der Festung aufhalten
d¤urfen

Bemerkung 1.1. Insb. bei (2) und (3) wird die L¤osbarkeit des Problems in den
entsprechenden Szenarien vorausgesetzt, auch wenn diese hier nat¤urlich nicht
zwangsweise gegeben sein muß!

MFGP �kann� als ein spezieller Fall des in den Anh¤angen A.3 und A.2 beschrie-
benen, NP-vollst¤andigen Hitting-Set Problems angesehen werden: Die Grund-
menge X ist die Menge erlaubter W¤achterpositionen. Zu jedem Punkt pi auf
dem Rand des Polyeders P in Abbildung 1.2 gibt es eine Menge Fi, die alle
W¤achterpositionen umfaßt, die pi sehen k¤onnen.
Das Hitting-Set Problem stellt hier die Frage nach einer minimalen Teilmenge
G � X , so daß jedes dieser Fi mindestens ein Element aus G enth¤alt.

Auch wenn diese Betrachtungsweise praktikabel erscheint, ist unbedingt zu be-
achten, daß das Hitting-Set Problem eine endliche Menge X der m¤oglichen
W¤achterpositionen fordert, was hier aber im allgemeinen nicht der Fall ist! Wir
werden uns hiermit also noch konkret auseinandersetzen m¤ussen.

Der Set-Cover Greedy-Algorithmus aus Anhang B.1 liefert in polynomieller Zeit
eine vergleichbare Approximationsg¤ute, wie der entsprechende Algorithmus des
dazu dualen Hitting-Set Problems: Die Approximation ist um den log-Faktor
der gr¤oßten Menge des gegebenen Mengensystems gr¤oßer, als die Minimall¤osung
OPT . Eine bessere Approximation des Hitting-Set Problems kann unter Ver-
wendung der VC-Dimension erzielt werden. Eine Erkl¤arung zum Thema �VC-
Dimension� be�ndet sich im Anhang A.4. In [BG95] und Anhang B.2 wird ein
Approximationsalgorithmus vorgestellt, der bei konstanter VC-Dimension eine
Approximationsg¤ute von O(d • log(OPT • d)) erreicht, wobei OPT die Mini-
mall¤osung repr¤asentiert. (Der hier konstante Faktor d kann in der O-Notation
nat¤urlich auch weggelassen werden.)
O�enbar lohnt es, sich mit diesem Thema genauer zu besch¤aftigen, was wir in
dieser Arbeit tun werden.
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Abbildung 1.2: Sind die W¤achter g1 und g2 die optimale L¤osung, um die Punkte p1, p2, p3
einsehen zu k¤onnen?

De�nition 1.1 (VC-Dimension). Sei F ein Mengensystem ¤uber einer Grund-
menge X. Wir sagen, eine Teilmenge A � X wird zerschmettert von F , wenn
jede m¤ogliche Teilmenge von A durch Schnitte je eines F � F mit A erzeugt
werden kann, d.h. F|A := {F � A : F � F} ist die Potenzmenge von A. Insb. gilt
dann

��F|A

�� = 2|A|.
Die VC-Dimension �dim(F)� bezeichnet die maximale Gr¤oße einer zerschmet-
terbaren Teilmenge A � X. Wenn beliebig große Teilmengen zerschmettert wer-
den k¤onnen, ist die VC-Dimension �.

Wir werden die VC-Dimension im zwei- und dreidimensionalen Raum herlei-
ten. Dabei werden wir sehr gute Ergebnisse f¤ur die Ebene feststellen: Die VC-
Dimension ist unter den von uns vorgegebenen, erlaubten W¤achterkon�guratio-
nen (s.o.) konstant und f¤ur die �W¤achter-auf-einem-Kreis�-Vorgabe k¤onnen wir
sogar einen Algorithmus angeben, der ein Ergebnis liefert, das nur um maximal
die additive Konstante eins vom Optimum abweicht!

So sch¤on die Ergebnisse in 2D anmuten, so ern¤uchternd sind sie in 3D: Der
¤aquivalente Fall (W¤achter auf einer Kugelober�¤ache) ergibt die VC-Dimension
�(log(n)), wobei n die Anzahl der Ecken des einzusehenden Polyeders ist. Hier
bringt der vorgestellte Algorithmus keine sinnvolle Verbesserung der Approxi-
mationsg¤ute gegen¤uber dem Greedy-Algorithmus in 3D.
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1.1 Anwendungsgebiete
Die Vorstellung, eine �Festung� mit m¤oglichst wenigen �W¤achtern� zu bewa-
chen, ist zwar sehr anschaulich, aber sicher nicht das einzige Anwendungsgebiet
f¤ur diese Problemstellung: Die Bewachung, wenn auch nicht unbedingt einer
Festung und auch nicht unbedingt mit menschlichen W¤achtern, ist allerdings
tats¤achlich ein wichtiges Anwendungsgebiet in der Praxis. F¤ur eine l¤uckenlose
Bewachung eines Objektes gen¤ugt es selbstverst¤andlich nicht, gelegentlich eine
Wache vorbeizuschicken, die so auch mehrere W¤achterpositionen erf¤ullen k¤onn-
te. Umgekehrt wird bei komplexeren Objekten der �nanzielle Aufwand zu hoch,
wenn unn¤otig viele Wachposten oder ¤Uberwachungskameras eingesetzt werden.
Ben¤otigt man eine vollst¤andige Momentaufnahme eines Objektes ist es in der
Regel sinnvoll, dies mit m¤oglichst geringem Aufwand zu bewerkstelligen: Man
stellt sich z.Bsp. einen Gegenstand auf einem Drehteller vor, dessen Ober�¤ache
vollst¤andig photographiert werden soll. Es macht dann Sinn, die Anzahl der
notwendigen Rotationen und Bilder zu minimieren. Oder in der Medizin: Wenn
w¤ahrend einer schwierigen Operation mit einem Endoskop ein Organ betrachtet
werden muß, verursacht dies weniger Risiken, wenn der Bildaufnahmeaufwand
minimal gehalten wird.
Im Fall von bildbasiertem Rendern besitzen wir eine fr¤uhere Karte der Um-
gebung, aber ben¤otigen eine detaillierte Rekonstruktion mittels eines Bildbe-
reichssensors. Wichtig ist dies in virtuellen Umgebungen: Einem irgendwo einge-
tauchten Betrachter muß von jedem erlaubten Blickwinkel aus, ein vollst¤andiges
Bild der Umgebung aus den zuvor aufgenommenen Bilddaten errechnet werden
k¤onnen. �L¤ocher� d¤urfen hierbei nicht auftreten!
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Kapitel 2

Vorbereitungen

Ein Mengensystem ist ein Paar (X, F) bei dem X eine Grundmenge und F eine
Familie (Zusammenstellung) von Untermengen F � X ist. Bei gegebenem Men-
gensystem stellt das in Anhang A.2 vorgestellte Set-Cover Problem die Frage
nach einer Teilfamilie S � F minimaler Kardinalit¤at, so daß

�
F�S F = X .

So, wie der Greedy-Algorithmus aus Anhang B.1 eine Set-Cover Approximati-
on mit G¤ute log(|Z|), wobei Z die Menge aus F mit maximaler Kardinalit¤at
ist, erreicht, liefert der Algorithmus nach Hochbaum [Hoc82] eine Approximati-
onsg¤ute von log(|M |), wobei M f¤ur die maximale Schnittzahl eines Punktes mit
der Mengenfamilie G des Dualen Systems (Def.: Anhang A.1) steht. Und dies
sind auch tats¤achlich die besten erreichbaren Approximationen unter sinnvollen
komplexit¤atstheoretischen Voraussetzungen. [RS97]

P

g1

g2

g3

g4

Abbildung 2.1: Set-Cover: Die W¤achter g1, . . . , g4 und die von ihnen sichtbaren Kantenst¤ucke
von P . (g1 und g3 gen¤ugen bereits, um ganz P einsehen zu k¤onnen.)

Es existieren verschiedene Variationen des W¤achterpositionierungsproblems. Die
allgemeine Form des Problems sieht jedoch wie folgt aus:
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Gegeben sind ein Objekt P und eine Menge erlaubter Kamerapositionen C. Wir
m¤ochten eine Teilmenge dieser Kamerapositionen so ausw¤ahlen, daß von ihnen
aus insgesamt jeder Punkt von P sichtbar ist. Eine Formulierung als Set-Cover
Problem sieht man in Abbildung 2.1: Jede m¤ogliche Kameraposition repr¤asen-
tiert eine Teilmenge von P , die durch sie eingesehen werden kann. Wir versuchen
jetzt, so wenige Kamerapositionen wie m¤oglich zu ben¤otigen, um ganz P einse-
hen zu k¤onnen.
Abbildung 1.2 zeigt dual hierzu die M¤oglichkeit einer Formulierung als Hitting-
Set Problem: Jeder Punkt pi � P besitzt eine Menge von Kamerapositionen Fi,
die diesen Punkt sehen k¤onnen. Hier ist die Aufgabe, eine minimale Menge von
Kamerapositionen zu �nden, die alle Mengen Fi tre�en.
Nochmals: Zu beachten ist bei diesen Betrachtungen aber unbedingt, daß endli-
che Mengensysteme gefordert werden, was durch unsere Voraussetzungen nicht
erf¤ullt wird, solange unendlich viele Punkte auf P ber¤ucksichtigt werden m¤ussen
und unendlich viele Kamerapositionen m¤oglich sind!!

Auch wenn wir keine bessere Approximationsg¤ute als log(n) f¤ur das allgemeine
Set-Cover Problem erwarten k¤onnen [Sla97, Fei98], ist das Kameraplazierungs-
problem aufgrund geometrischer Nebenbedingungen weit davon entfernt, genau-
so schwierig zu sein! Eine solche Nebenbedingung ist die Vapnik-Chervonenkis
(VC) Dimension [Mat02, VC71], durch deren Verwendung auch das Problem
der unendlich großen Mengen gel¤ost wird!

2.1 VC-Dimension und Kameraplazierung
Das Konzept der Vapnik-Chervonenkis Dimension (kurz: VC-Dimension) wurde
von Vapnik und Chervonenkis in [VC71] eingef¤uhrt und �ndet Anwendung in
der Statistik, Lerntheorie, Algorithmischen Geometrie und Komplexit¤atstheorie
(siehe [Mat98]). Zur De�nition siehe Anhang A.4.

Die VC-Dimension eines Mengensystems bringt viele Informationen ¤uber dieses
Mengensystem zu Tage. Bei konstanter VC-Dimension d eines Mengensystems
(X, F) gen¤ugt beispielsweise die kleine, zuf¤allige Auswahl von O

�d
� • log

� 1
�

��

vielen Elementen aus X , um mit großer Wahrscheinlichkeit alle Mengen F � F
zu schneiden, deren Gr¤oße � � • |X | ist. (Vgl. �-Netz Theorem in Anhang A.5)
Eine weitere hilfreiche Eigenschaft bietet das Shatter-Function Lemma aus An-
hang A.4.1: Wenn (X, F) konstante VC-Dimension d besitzt, ist die Anzahl
m¤oglicher Teilmengen in F durch nd statt dem theoretisch m¤oglichen 2n (n =
|X |) nach oben begrenzt. Eine gute Pr¤asentation dieser Ergebnisse �ndet sich
in [KV94].

Aus Sicht des Kameraplazierungsproblems ist der wohl wichtigste Zugewinn
konstanter VC-Dimension der Algorithmus (siehe Anhang B.2) der von Br¤onni-
mann und Goodrich in [BG95] pr¤asentiert wird. F¤ur Systeme mit beschr¤ankter
VC-Dimension d liefert er O(log(OPT ))-Approximationen f¤ur Set-Cover, was
eine deutliche Verbesserung gegen¤uber den bis dahin nur realisierbaren log(n)-
Approximationen darstellt. (Hierbei sei vorausgesetzt, daß n groß und die opti-
male L¤osung klein ist.)
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Wie bereits zu Anfang erw¤ahnt, besch¤aftigen wir uns in dieser Arbeit mit der
Erfassung des Randes eines Polygons P mit einer m¤oglichst geringen W¤achter-
zahl. (Im folgenden verstehen wir unter einem Polygon P immer nur dessen
Rand.) Eine Instanz des Kameraplazierungsproblems bedeutet hierbei:
Suche zu einem gegebenen Polygon P und vorde�nierten W¤achterpositionie-
rungsm¤oglichkeiten ein minimales Set-Cover des Systems (P, {V (ci)}), wobei
V (ci) die Menge aller, von der Kamera ci sichtbaren Punkte auf P ist. Diese
De�nition ist bewußt allgemein gehalten, um sp¤ater auf unsere Nebenbedingun-
gen �exibel anpaßbar zu sein. Im folgenden werden wir die Spezi�kation der von
uns erlaubten Kamerapositionen als Kon�guration bezeichnen. Wir sagen, eine
Menge S von W¤achtern erfaßt P , wenn

�
ci�S V (ci) = P ist.

Wir betrachten Kameras (oder �W¤achter�) als ausdehnungsfreie Punkte ci und
sagen, �ci sieht den Punkt p � P�, wenn p der einzige Schnitt des Liniensegmen-
tes pci mit P ist. Schließlich spezi�zieren wir noch den Sichtbarkeitsbegri� wie
folgt: Wir sagen, eine Kamera sieht eine Punktmenge �, wenn sie alle Punkte
aus � sehen kann. Bei Beweisen zur VC-Dimension wird die folgende Notation
hilfreich sein: Seien Pm = {p1, . . . , pm} m Punkte. Wir sagen, eine Kamera c
sieht genau eine Teilmenge � � Pm, gdw. c alle Punkte aus �, aber keinen
Punkt aus Pm\� sehen kann.

Die VC-Dimension einer Kon�guration bedeutet die maximale Anzahl von
Punkten, die unter allen m¤oglichen Instanzen der vorgegebenen Kon�gurati-
on zerschmettert werden kann. Wir wollen zum Beispiel die VC-Dimension des
Systems (P, V (ci)), bei dem P jedes beliebige einfache Polygon sein kann und die
Kamerapositionen frei w¤ahlbar sind, wissen. Wenn wir hier eine untere Schran-
ke m beweisen m¤ochten, gen¤ugt es, eine einzige Instanz zu �nden, bei der m
Punkte zerschmettert werden. Bei der oberen Schranke ist es dagegen notwen-
dig zu zeigen, daß es keine einzige Instanz geben kann, bei der m viele Punkte
zerschmettert werden k¤onnten.

2.2 Bisherige Arbeiten bzgl. Sichtbarkeit & VC-
Dimension

In der Literatur �ndet man oft die Aussage, �n
3 �-viele W¤achter sind manchmal

notwendig, aber immer ausreichend, um ein Polygon mit n-vielen Ecken von
innen zu erfassen [O�R87, She92, O�R97, Kle05] (siehe auch Abbildung 2.2). Ei-
ne andersartige Version des Kunstgalerieproblems ist bekannt als �Minimal Art
Gallery Problem� (MAGP): Gegeben ist ein bestimmtes Polygon. Gesucht ist
die minimale W¤achterzahl die gen¤ugt, um dieses Polygon erfassen zu k¤onnen.
Es ist bekannt, daß MAGP NP-hart ist [O�R97].

F¤ur �Minimum Guard Coverage� werden in [Gho87, ESW01, GB01] Algorith-
men f¤ur verschiedene Variationen dieses Problem betrachtet, allerdings gibt es
immer noch eine Diskrepanz zwischen Ergebnissen der Nichtapproximierbarkeit
und existenten Algorithmen. D.h., die durch verf¤ugbare Algorithmen erreich-
baren Approximationsg¤uten sind schlechter als die, in der Theorie bewiesenen,
unteren Schranken.
Ein ¤Uberblick ¤uber Approximationsergebnisse ist unter [ESW01] zu �nden.
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Abbildung 2.2: Nach Triangulierung wird der Graph drei-gef¤arbt und auf die Farbe, die am
seltensten vorkommt, die W¤achter plaziert.� � n

3 �-viele W¤achter reichen aus. [Kle05]

Auch die VC-Dimension von zweidimensionalen Sichtbarkeitssystemen ist be-
reits in der Literatur erschienen. Valtr hat beispielsweise in [P.V98] bewiesen,
daß die VC-Dimension des Systems (P, {V (x) | �x � P}), wobei P ein einfaches
und V (x) das Sichtbarkeitspolygon des Punktes x in P ist, zwischen 6 und 23
liegen muß. Er hat außerdem eine O(log(h)) Grenze f¤ur Polygone mit h-vielen
L¤ochern gezeigt. In [GB01] zeigten Banos et al. eine nicht scharfe O(log(h+n))-
Schranke f¤ur das Duale eines Systems ¤ahnlich dem in [P.V98] betrachteten,
wobei n die Anzahl der Ecken und h die Anzahl der L¤ocher des Polygons ist.

Wie auch immer, bislang sind keine Ergebnisse ¤uber die VC-Dimension von
Sichtbarkeitssystemen im dreidimensionalen Raum bekannt.

2.3 NP-Vollständigkeit von MFGP
Die NP-Vollst¤andigkeit vom MFGP l¤aßt sich sehr elegant durch Reduktion des
3-SAT Problems auf MFGP beweisen (s. Abb. 2.3): Durch die geschickte Kon-
struktion eines einfachen Polygons lassen sich Instanzen des, als NP-vollst¤andig
bekannten 3-SAT-Problems mit Hilfe des MAGP l¤osen. (Konkret sieht diese
L¤osung wie folgt aus: Sei m die Anzahl der Klauseln und n die Anzahl der Va-
riablen des zu l¤osenden 3-SAT Problems. Die Polygonkonstruktion ergibt: Kann
man dieses Polygon mit genau 3 • m + n + 1 vielen Wachen erfassen, ist die kor-
respondierende 3-SAT Formel erf¤ullbar.)
Anschließend kann man, wie bereits zu Anfang beschrieben, durch Umranden
des Polygons P und Aufschneiden, ganz einfach das MAGP in ein MFGP trans-
formieren. Diesmal ist bei der Transformation jedoch noch eine Zusatzbedin-
gung hinzuzuf¤ugen: Die Plazierung der ¤außeren W¤achter p1 und p2 muß durch
zus¤atzliche Ecken � bei p1 angedeutet � in eine Konstellation gezwungen werden,
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Abbildung 2.3: MFGP ist NP-vollst¤andig (Quelle: [IKD01])

bei der keiner dieser beiden Wachen ins Innere des aufgeschnittenen Polygons
blicken kann. Andernfalls k¤onnte das erzeugte MFGP einfacher, als das entspre-
chende MAGP sein und der Reduktionsbeweis w¤urde nicht funktionieren.
Wir erhalten damit:

Nach der Transformation MAGP 	 MFGP ben¤otigt man f¤ur MFGP genau zwei
W¤achter mehr, als beim entsprechenden MAGP.


Da 3-SAT NP-vollst¤andig ist, muß dies auch MAGP und damit auch MFGP
sein.

(Detaillierte Informationen hierzu �nden sich in [O�R87] und unter
http://www.ais.fhg.de/ARC/3D/scanner/cddiplom.html)
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