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Kapitel 1

Einleitung

HeutzutagespielenComputersystemeeineimmer größerwerdendeRolle in un-
seremAlltagsleben.In fastjedemBereichwerdenComputereingesetzt,seienes
elektronischeBremsassistentenin Autos,GeldautomatenoderelektronischeGe-
räte in der Intensivmedizin.Diesedrei Beispielezeigendie Notwendigkeit auf,
daßsolcheSystemeauchkorrektarbeitenmüssen/sollen.Jedochist derNachweis
derFunktionstüchtigkeit, die Systemvalidierung,keineeinfacheAufgabe.Sie ist
unterUmständengarnicht möglich.Esist z. B. ausderKomplexitätstheoriebe-
kannt,daßeskeinenAlgorithmus(alsokein vollautomatischesVerfahren)geben
kann,daßentscheidet,ob ein beliebigesComputerProgramm(z. B. in C oder
JAVA geschrieben)terminiert,odernicht.

Die ammeistengenutztenTechnikensindTestenundSimulation.Die Simula-
tion wird an einemabstraktenModell desSystemsdurchgeführt,getestetwird
danndaseigentlicheEndprodukt.Bei einemComputerchipkönntedasTesten
z. B. soaussehen,daßmanangewissenStellendesfertigenChipsein Signalan-
legt unddie resultierendenSignaleananderenPunktendesChipsabliestundmit
dengewünschtenErgebnissenvergleicht.FallsderChipz. B. 50Eingabepinsbe-
sitzt, sohättemanalso250 verschiedenemöglicheEingabebelegungenzu testen.
Mansiehtalso,daßespraktischunmöglichist, alleBelegungenzutesten.Deswe-
genkönnendurchSimulationundTestenzwarFehlerentdecktwerden,abernicht
die FehlerfreiheiteinesSystemsgarantiertwerden.

Eine Möglichkeit, ein gegebenesSystemzu validieren,ist, durchdeduktives
Argumentierendie gewünschtenEigenschaftendesSystemsnachzuweisen.Dies
wurdefrüher von handgemacht.Da die Systemeimmer komplexer und größer
werden,ist diesheutefastnichtmehrmöglich.Esgibt zwarProgramme,dieeinem
dabeihelfen,jedochforderndieseeinegewisseVorbildungdesBenutzersunddie
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Validierungist sehrzeitintensiv.
Es wäre also schön,wennesvollautomatischeVerfahrengäbe,die gewisse

Eigenschaftenvon Systemennachweisenkönnten.Anfangder80erJahrewurde
dassogenannteModel Checking entwickelt (siehe[ClEm81]), dasgenaudieses
kann,d. h. gegenüberdenanderenVerfahrenfolgendeVorteilehat:

� Im Gegensatzzu TestenundSimulationkannModel Checkingdie Fehler-
freiheiteinesSystementwurfsgarantieren.

� Bei einemSystem,dasdie gewünschtenAnforderungennicht erfüllt, gibt
ModelCheckingdemBenutzereinenFehlerhinweis.

� Verglichenmit denmanuellenundhalbautomatischenVeri�kationssmetho-
denist Model Checkingsehref�zient undkostengünstigunderfordertkei-
nenfachkundigenBenutzer.

Beim Model Checkingwurdenfrüher die gegebenenSystemedurch gerichtete
Graphendargestellt,in denendie Knotenmit gewissenEigenschaftenmarkiert
sind.Die KnotendesGraphenrepräsentierendie verschiedenenZustände,in de-
nen sich dasSystembe�nden kann, und die Kantenstehenfür die möglichen
Übergängezwischenzwei Zuständen.Die zu überprüfendeEigenschaftwird als
Formel einertemporalenLogik dargestellt.Es gibt verschiedenesolchertempo-
ralenLogiken,mit denenmanunterschiedlicheEigenschaftenformulierenkann.
Für die Industrieblieb Model CheckingjedocheinigeJahreuninteressant,weil
industrielleSystemezu groß waren,um mit herkömmlichenModel Checking
Tools behandeltzu werden.Dies ändertesich jedoch,als Ken McMillan Ende
der80erJahreSystememit Hilfe von BinärenEntscheidungsgraphensymbolisch
darstellte(siehe[McMi93]). Eswurdedannschnellmöglich,Systememit bis zu
1020 Zuständendarstellenund Model Checkingmit diesenzu betreiben(siehe
[BCM+92]). Bis heutewurdendieseTechniken immer weiterverbessertunder-
weitert,so daßesheutemöglich ist, Systemebis zu 10120 Zuständenbehandeln
zu können.Mc Millan entwickeltealsTeil seinerDissertationdensymbolischen
Model Checker SMV, welcherseitdemimmer weiter entwickelt und verbessert
wurde.Mit SMVkonntez. B. im NachhineinderAnfangder90erJahreberühmt
gewordeneFehlerim INTEL PentiumDividierer nachgewiesenwerden.Dieser
HardwareFehlerhatteeinen�nanziellen Verlustvonrund475Mio USDollar zur
Folge.

Heutzutageist essogarin gewissenFällenmöglich,unendlichgroßeSyste-
mezu modelchecken.Dieserreichtmanz. B. , indemmandasgegebeneSystem
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durcheinegeeigneteÄquivalenzrelationteilt, sodaßdiegewünschtenEigenschaf-
tenerhaltenbleiben.

ProblemeganzandererArt stellensichbei ProbabilistischenSystemen.Diese
kommenz. B. in der Kommunikationstechnikvor. Man stellesich ein einfaches
Sender/EmpfängerModell vor, bei demderNachrichtenaustauschüberein nicht
sicheresMediumverläuft,d. h. , einegesendeteNachrichtgehtmit einerpositi-
venWahrscheinlichkeit verloren.AuchhierwurdenModelCheckingAlgorithmen
entwickelt, die esermöglichen,Anforderungenwie

“Mit W'keit 1 erfüllt ein gegebenesSystemeinegewisseEigenschaft”

zuüberprüfen.
Weitausbedeutsamersind jedochquantitative Analysen,die esz. B. ermög-

lichen,die Wahrscheinlichkeit für dasAuftreteneinesEreignisseszu berechnen.
InsbesonderekönnenalsoAnforderungenderArt

“Mit W'keit � p erfüllt ein gegebenesSystemeinegewisseEigenschaft”�

überprüftwerden(p �

�

0 � 1� ).
DieseEigenschaftenwerdenin der sogenanntenLinear Time Logik formuliert.
Wir werdenim VerlaufdieserArbeit zweiModelCheckingAlgorithmenfür obige
Problemstellungherausarbeitenund auchderenZeitkomplexität betrachten.Als
Grundlagedafürdienenunsdie Artikel [CoYa88]und[CoYa95].Esist hiernoch
zuerwähnen,daßdashierbehandelteProblemPSPACE hartist (siehe[Va85]).

1.1 Veri�kationsmethoden

1.1.1 Transitionssysteme

Es gibt mehrereModelle zur Beschreibung von formalenSystemen.Einesder
StandardmodellesindTransitionssysteme, mit denensichsowohl Hardwaresyste-
me als auchSoftwaresysteme(Programme)veri�zieren lassen.Wie wir gleich
sehenwerden,sindTransitionssystememarkiertegerichteteGraphen,derenKno-
tendieverschiedenenZuständeunseresSystemsrepräsentieren.Im Fall vonSoft-
waresystemenkönnendiesez.B. für dieverschiedenenBelegungenvonKontroll-
undProgrammvariablenstehen.Bei HardwaresystemenrepräsentierendieKnoten
dieBelegungenderRegisterundderEin- undAusgabebits.Die Kantenstehenfür
möglicheZustandswechselunseresSystems.Zusätzlichwerdendie Knotenmit
sogenanntenatomarenAussagenmarkiert,die zur FormalisierungtemporalerEi-
genschaftenbenötigtwerden.
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Formale De�nition

De�nition 1.1.1. [Transitionssystem(TS)]
Ein Transitionssystemist einTupel

T �	� S��
�� S0 � AP� L 


bestehendaus

� einerMengeSvonZuständen,

� einerMengeS0 �

SvonAnfangszuständen,

� einerMengeAP vonatomarenAussagen,

� einerMarkierungsfunktionL : S 
 2AP,

� einerTransitionsrelation



�

S � S�

wobeiwir s �


 s� statt � s� s��
���
 schreiben.

T heißtendlich, fallsSundAP endlichsind.

Die Markierungsfunktionassoziiertmit jedemZustanddie atomarenAussa-
gen,die in diesemZustandwahrsind.In derLiteratur, siehez. B. [CGP00], wird
aufTransitionssystemeoft alsKripke-Strukturenhingewiesen.

Bemerkung1. Häu�g sindin einemTransitionssystemauchdie Kantenmit ver-
schiedenenAktionen markiert.Da wir hier keinenGebrauchvon Aktionen ma-
chen,wurdendieseweggelassen.

Nun folgennocheinigeweitereDe�nitionen.

De�nition 1.1.2. [Nachfolgermengen]
SeiT �	� S��
�� S0 � AP� L 
 einTransitionssystemunds � S. Wir de�nieren:

Post� s
�� � s�

� S : s �


 s�����

JederZustands��� Post� s
 wird unmittelbarerNachfolgervons genannt.

De�nition 1.1.3. [Terminale Zustände]
SeiT ��� S��
�� S0 � AP� L 
 einTransitionssystemunds � S. s heißtterminal, wenn
Post� s
��

/0, wennalsoin T keineKantenvons ausgehen.
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Bemerkung 2. [Transitionssystemeohneterminale Zustände] Wir werdenim
folgendennur (endliche)TransitionssystemeohneterminaleZuständebetrachten.
Diesstellt keineEinschränkungdar, wie folgendeÜberlegungzeigt.
SeiT ��� S��
�� S0 � AP� L 
 ein endlichesTransitionssystem.Nun fügenwir für je-
denterminalenZustands � SeinenZustandsstop unddie Transitionens 
 sstop
undsstop 
 sstop hinzu.

De�nition 1.1.4. [Pfadfragmente,Pfade]
SeiT wie obenunds � S. Ein Pfadfragmentin T ist eineunendlicheZustands-
folge

p � s0 � s1 � s2 �

�����

sodaßsi � Post� si � 1 
 , i � 1 � 2 �

����� . Die Mengealler in s beginnendenPfadfrag-
mentewird mit Paths� s
 bezeichnet.
Ein Pfadfragmentheißtinitial , falls derersteZustands0 ein Anfangszustandvon
T ist. Ein initiales Pfadfragmentwird Pfad genannt.Mit Paths� T 
 bezeichnen
wir dieMengeallerPfadein T .

De�nition 1.1.5. [Spuren (Traces)]
Sei T � � S��
�� S0 � AP� L 
 ein Transitionssystemohne terminaleZustände.Die
Spur(engl. trace)einesPfadfragmentsp ist dasdurchdie Markierungsfunktion
L induzierteunendlicheWort überdemAlphabet2AP undwird mit trace� p 
 be-
zeichnet.Fürp � s0 � s1 �

����� ist also

trace� p 
!� L � s0 
"� L � s1 
"�

�����

EineSpurvonT bezeichnetdie SpureinesPfadsvonT .
Mit Traces� T 
 bezeichnenwir die Mengealler Spurenin T , alsoTraces� T 
#�

$

trace� p 
 : p ist PfadvonT % .

1.1.2 Die Linear TimeSicht

Für Systeme,die für denEndlosbetriebkonzipiert sind (z. B. Betriebssysteme,
Fahrkartenautomaten)spielentemporaleEigenschaftenderArt “ eingewisserZu-
standwird irgendwannerreicht”oder“ ein gewisserZustandwird unendlichoft
erreicht”einegrosseRolle.Um solcheEigenschaftenzubeschreiben,benutztman
temporale Logiken, die schonim Altertum untersuchtwurden.1977schlugAmir
Pnuelivor, solcheLogikenin derVeri�kation von abstraktenSystemeneinzuset-
zen(siehe[Pnue77]).
Die hierbehandeltetemporaleLogik ist eineErweiterungderAussagenlogik.Sie
ermöglichttemporaleAussagenwie
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&

“eventually” (irgendwannin derZukunft)
'

“always” (jetztundin allenfolgendenZeitpunkten)

undwird LinearTimeLogik (LTL) genannt.
LTL ist ein sehreinfacherFormalismus,derdennochmächtiggenugist, relevante
EigenschaftenvonrealenSystemenzubeschreiben.AufgrunddieserEigenschaf-
tenwird LTL auchin einigenVeri�kationstools(z.B.SPIN)benutzt.

Die LTL Syntax

Wir folgenderDe�nition in [CGP00].

De�nition 1.1.6. [Syntax von LTL]
SeiAP eineMengevonatomarenAussagen.
LTL-FormelnüberAP werdenausfolgenderGrammatikgebildet.1

j :: � true (

(

(

a (

(

(

j 1 )

j 2 (

(

(+*

j (

(

(

Xj (

(

(

j 1U j 2

wobeia � AP.

HierauskannmandieobenerwähntenOperatorenableiten:

&

j � trueU j
'

j �

*

&

*

j �

Auch die üblichenOperatorender Aussagenlogiklassensich hiervon ableiten,
z. B. :

j 1 ,

j 2 �

*

�

*

j 1 )

*

j 2 
 and j 1 
 j 2 �

*

j 1 ,

j 2.

FüreineLTL-Formelj übereinerbeliebigenAussagenmengebezeichnenwir mit
-

j
-

dieLängevon j , welchedieAnzahlanOperatorenin j angibt.

Bevor wir nun zur formalenLTL-Semantikkommen,machenwir uns ein Bild

1Bemerke,daßwir Nichtterminalemit denableitbarenWörtern(Formeln)indenti�zierenund
Indizesfür dieseverwenden.Terminalsindoffensichtlichtrue. a / AP.102.432. X . U.

8



überdie “intuiti ve” BedeutungdertemporalenOperatoren:
Xj bedeutet,daßj im nächsten“Schritt” geltenwird.
j 1U j 2 bedeutet,daßj 2 irgendwannin derZukunftgeltenwird unddaßj 1 zuvor
kontinuierlichgilt.
Somiterhaltenwir folgendesfür die “intuiti ve” Bedeutungenvon

&

and
'

:
&

j bedeutet,daßj irgendwannin derZukunftgeltenwird, während
'

j bedeutet,
daßabjetzt immerj geltenwird.

Man kannnun durchKombinationder beidentemporalenOperatoren
&

und
'

zweiweiterewichtigeOperatorenerhalten:
'

&

j “unendlichoft j ”
&

'

j “schließlichfür immerj ”

Um dieszuvertiefen,folgenzweieinfacheBeispiele:

Beispiel1.1.1. [LTL-Formeln]

� Gegebensei ein Systemmit zwei ProzessenA und B mit kritischenAb-
schnittencritA undcritB. Esdarf niemalsvorkommen,daßsichbeidePro-
zessegleichzeitigin ihrenkritischenAbschnittenbe�nden.Man kannnun
die ZuständedesSystems,in denensich ProzessA in AbschnittcritA be-
�ndet mit critA markieren.Dasentsprechendemachtmanmit Zuständen,in
denensichProzessB in AbschnittcritB be�ndet. Nun kannmandie gefor-
derteBedingungdesgegenseitigenAusschlussesmit folgenderLTL-Formel
j formalisieren.

j �

'

�

*

critA ,

*

critB 


Diesesichertzu, daßsich immer(
'

) mindestenseinerderbeidenProzesse
nicht in seinemkritischenAbschnittbe�ndet.

� Wennwir sicherstellenwollen,daßsichbeidebeideProzesseunendlichoft
in ihrem kritischenAbschnittbe�nden, so könnenwir dieseAnforderung
durchdieLTL-Formel

j �	�

'

&

critA 


)

�

'

&

critB 


beschreiben.

SolcheAnforderungenhat man z. B. bei einemAmpelsystem.Man mussdort
sicherstellen,daßzwei “komplementäre”Ampelnnie gleichzeitiggrünsind und
auch,daßjedeAmpelnicht für immerdie Grünphasevermeidet.
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s
-

� true
s

-

� a gdw a � A0
s

-

� j 1 )

j 2 gdw s
-

� j 1 unds
-

� j 2
s

-

�

*

j gdw s 5

-

� j
s

-

� Xj gdw suf�x � s � 1
�� A1 � A2 � A3 �

�����

-

� j
s

-

� j 1U j 2 gdw 6 j 7 0
�

suf�x � s � j 


-

� j 2 und
suf�x � s � i 


-

� j 1 � i � 0 � 1 �

�����

� j � 1 �

Abbildung1.1:LTL-Semantikfür unendlicheWörterüber2AP

Die LTL Semantik

Intuitiv beschreibenLTL-FormelnEigenschaften,dieeinPfadfragmenteinesTran-
sitionssystems(resp.dessenSpur)habenkannodernicht.Um in derLagezusein,
präzisesagenzu können,wannein PfadeinegegebeneLTL-Formel j erfüllt, de-
�nieren wir die Semantikvon j zuerstals eine SpracheWords� j 
 unendlicher
WörterüberdemAlphabet2AP.
Wir könnendanndieseSemantikwie folgt dahingehenderweitern,daßmansie
überPfadfragmenteneinesTransitionssystemsinterpretierenkann: Ein Pfadfrag-
mentp erfüllt j genaudann,wenndessenSpurtrace� p 
 in Words� j 
 enthalten
ist.

De�nition 1.1.7. [Semantikvon LTL (Inter pretation über unendl. Wörter )]
Seij eineLTL-FormelüberAP. Wir de�nieren

Words� j 
!� � s �98 2AP:

¥
: s

-

� j �

wobei
-

�

�

8 2AP:

¥
� LTL

die kleinsteRelation ist, die die in Abbildung 1.1 angegebenenEigenschaften
besitzt.Wir nennen

-

� dieErfülltrelation.Dabeiist für s � A0 � A1 � A2 ��;�;�;<�=8 2AP:

¥

suf�x � s � j 
�� A j � A j > 1 � A j > 2 �

����� .

Somiterhaltenwir folgendesfür die abgeleitetenOperatoren
&

und
'

:
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s
-

�

&

j gdw 6 j 7 0
�

suf�x � s � j 


-

� j �

s
-

�

'

j gdw ? j 7 0
�

suf�x � s � j 


-

� j �

Die durchKombinationerhaltenenOperatoren
&

'

und
'

&

erhaltenmit der
formalenSemantikihre “intuiti ve” Bedeutung“schließlichfür immer” und “un-
endlichoft” :

s
-

�

'

&

j gdw
¥

6

j
�

suf�x � s � j 


-

� j �

s
-

�

&

'

j gdw
¥

?

j
�

suf�x � s � j 


-

� j �

¥
6

stehtfür “esgibt unendlichviele”

und
¥

?

stehtfür “f astalle” (alle,bisaufendlichviele).

AufbauendaufdiesemFormalismuskönnenwir nundieErfülltrelation
-

� auf
PfadfragmenteundZuständeeinesTransitionssystemsT erweitern.Wir sagenein
Pfadfragmentp erfüllt eineFormelj , wenndessenSpurin Words� j 
 ist. Ein Zu-
stands erfüllt j , wennalle von ihm ausgehendenPfadfragmentej erfüllen.Das
ganzeTransitionssystemT erfüllt j , wennalleseinePfade(initiale Pfadfragmen-
te) j erfüllen.
Dasführt unszu folgenderDe�nition.

De�nition 1.1.8. [Semantikvon LTL (Inter pretation über Pfadfragmenteund
Zustände)]
SeiT �@� S� Act��
�� S0 � AP� L 
 einTransitionssystemohneterminaleZuständeund
j eineLTL-FormelüberAP. Ein Pfadfragmentp vonT erfüllt j (p

-

� T j ), wenn
trace� p 
 die Formelj erfüllt (trace� p 
A� Words� j 
 ). Also

p
-

� j gdw trace� p 


-

� j �

Ein ZustandsvonT erfüllt j , wennalle in ihm beginnendenPfadfragmentep die
Formelj erfüllen.Somit:

s
-

� j gdw ? p � Paths� s


�

p
-

� j �

Wir sagendaßT dieFormelj erfüllt (T
-

� j ), wennTraces� T 


�

Words� j 
 .
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SomitgeltenoffenbarfolgendeÄquivalenzen:

T
-

� j , i.e.Traces� T 


�

Words� j 


gdw p
-

� j for all p � Paths� T 


gdw s0
-

� j for all s0 � S0.

Zur VertiefungdieserSachverhaltefolgt nunein kleinesBeispiel.

Beispiel1.1.2. Wir betrachtenfolgendesTransitionssystemT mit derZustands-
mengeS �

$

0 � 1 � 2 % , derMengeS0 �

$

0 % vonAnfangszuständenundderMenge
AP �

$

a % vonatomarenAussagen.Bei einergraphischenDarstellungist esüblich,
dieAnfangszustände,hiernur0, durcheineneingehendenPfeil zukennzeichnen.
Die Markierungsfunktionwird dargestellt,indemnebenjedenZustandseineMar-
kierunggeschriebenwird. Die Transitionsrelationwird durchgerichteteKanten
zwischendenZuständenvisualisiert.

0

01 2

0

{a}

Offensichtlichhat T nur zwei verschiedenePfade,nämlichp1 � 0 � 1 � 1 �

����� und
p2 � 0 � 2 � 2 �

����� mit den korrespondierendenSpurentrace� p1 
B�

/0 �

$

a %C�

$

a %C�

�����

undtrace� p2 
D�

/0 �

/0 �

/0 �

����� . FürdieLTL-Formelj 1 �

&

a
,

XX
*

agilt trace� p1 


-

�

j 1 undtrace� p2 


-

� j 1.
Dap1 undp2 die einzigenPfadevonT sind,folgt

T
-

� j 1 �

Seij 2 �

&

a. Beachte,daßgilt : T 5

-

� j 2 undT 5

-

�

*

j 2, da

trace� p1 
E�

/0 �

$

a %C�

$

a %C�

$

a %C�

�����

-

� j 2 und trace� p2 
E�

/0 �

/0 �

/0 �

/0 �

�����

5

-

� j 2 �

SomitsindT 5

-

� j undT
-

�

*

j nichtäquivalent.
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Diessoll nunerstmalalsEinführungin die Modellierungvon Systemenund
die FormalisierunggewissertemporalerEigenschaftengenügen.Wie mandann
in derPraxisprüft, ob ein gegebenesTransitionssystemeineLTL-Formelerfüllt,
werdenwir in Abschnitt2.2.1aufSeite32 sehen.

Als nächsteswendenwir unsder Modellierungvon ProbabilistischenSyste-
menzu.

1.2 ProbabilistischeSysteme

Wie wir im vorigenAbschnittgesehenhaben,lassensichvielerealeSysteme,wie
z.B. Ampelschaltungenmit Transitionssystemenmodellieren.Zusätzlichlassen
sichauchnochtemporaleEigenschaftenwie z.B. “AmpelA undAmpelB dürfen
niemalsgleichzeitiggrün”seinin LTL-Formelnausdrücken.Esläßtsichdann,wie
wir späternochsehenwerden,überprüfen,ob unserModell die gewünschteEi-
genschaftbesitzt.Nun tauchenaberin derPraxisoft gewisseUnsicherheitsfakto-
renauf.Eskannz.B.beiKommunikationsvorgängenvorkommen,daßdasTrans-
portmediumkeine100%igeZuverlässigkeit besitzt.Nunwäreeswünschenswert,
wennman,unterderVoraussetzung,daßmandieFehlerratenkennt(bzw. abschät-
zenkann),solcheSituationenauchmodellierenkönnteundzusätzlichnachprüfen
könnte,obeineAussagederArt “mit derWahrscheinlichkeit 0,98erfüllt meinSy-
stemeinegegebeneLTL-Formel” wahrist. Und genaudagreift Probabilistisches
ModelChecking.

1.2.1 Modellierung probabilistischenVerhaltens

Wir beschränkenunshieraufSystememit endlichenZustandsmengen.Als Grund-
bausteinunseresModellsdienenunsendlicheMarkov Ketten.

Endliche Mark ov Ketten

De�nition 1.2.1. [Endliche Mark ov Kette]
EineendlicheMarkov Kette

M �	� X � T � p � p0 


ist ein Tupelbestehendaus

� einerendlichenMengeX vonZuständen,
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� einerMengeT
�

X � X von Transitionen,

� einerZuordnungvonTransitionswahrscheinlichkeitenp : T �


 IR> mit

å
v F X

p ��� u � v
�
G� 1 ? u � X

Wir werdenin Zukunft puv stattp ��� u � v
�
 schreiben.Aus technischenGrün-
dende�nierenwir

puv � 0 ?�� u � v
IH � T �

� einerinitialen Wahrscheinlichkeitsverteilungp0 : X �


 IR>

0 , sodaß

å
u F X

p0 � u
E� 1 �

Man kann sich eine Markov Kette als gerichtetenGraphenvorstellen,des-
senKantenstochastischgewichtetsind.ZusätzlichbesitztdieserGraphnocheine
initiale WahrscheinlichkeitsverteilungaufseinenKnoten. � X � T 
 heißtderzugrun-
deliegendeGraphvonM.

De�nition 1.2.2. [Erweiterung von p auf endlicheFolgenvon Zuständen]
Seiy � x0 � x1 �

�����

� xn eineendlicheFolgevon Zuständenvon M. Dannde�nieren
wir py � p0 � x0 
J; px0x1 ; px1x2 ����� pxn K 1xn �

Bemerke,daßeineMarkov KettekeineterminalenZuständebesitzenkann,da
in jedemZustanddie SummederWahrscheinlichkeitenderausgehendenTransi-
tionengleich1 seinmuß.

De�nition 1.2.3. [Lauf einer Mark ov Kette]
Als Lauf Y � x0 � x1 � x2 �

����� einer Markov Kette de�nieren wir eine unendliche
FolgevonZuständenderMarkov Kette.

De�nition 1.2.4. [Echter Lauf einer Mark ov Kette]
Als echtenLaufY � x0 � x1 � x2 �

����� einerMarkov Kettede�nierenwir eineunend-
licheFolgevonZuständenderMarkov Kette,für die gilt:

p0 � x0 


� 0
)

pxi K 1xi
� 0 ? i � IN �

also � xi � 1 � xi 
L� T ? i � IN � Ein echterLauf einerMarkov Ketteist alsoein un-
endlicherPfad in derenzugrundeliegendemGraphenmit von Null verschiedener
Anfangswahrscheinlichkeit.
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EineMarkov KetteM induziertnunaufnatürlicheWeiseeinenstochastischen
ProzeßaufderMengederZuständevon M. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungin
Schritt n � 0 entsprichtp0. Ausserdemgilt, daßdie Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung in Schrittn 7 1 gegebendie Schritte0 � 1 �

�����

�M� n � 1
 nur vom letztenSchritt
� n � 1
 abhängtundgleichdenTransitionswahrscheinlichkeitenist. Dasbedeutet,
daßfür alle u � v � X gilt : gegeben,daßu in Schritt � n � 1
 erreichtwurde,ist die
Wahrscheinlichkeit dafür, daßv in Schritt n erreichtwurde,gleich puv. Dies be-
zeichnetmanalssogenannteMarkov-Eigenschaft, auf die wir nochhäu�ger ver-
weisenwerden.Für diesenProzeßkannmannuneinenWahrscheinlichkeitsraum
angeben.

De�nition 1.2.5. [Basiszylinderüber X]
GegebenseieineendlicheMarkov KetteM wie oben.
? n � IN �J? x0 � x1 �

�����

� xn � X heißt

D� x0 � x1 �

�����

� xn 
N�

$

y0 � y1 �

�����

� Xw -

yi � xi ? i �

$

0 � 1 � 2 �

�����

� n %4%

ein BasiszylinderüberX.
D� x0 � x1 �

�����

� xn 
 ist also die Mengealler Läufe von M, für die x0 � x1 �

�����

� xn ein
Prä�x ist. Wir nennenn die LängedesBasiszylindersD� x0 � x1 �

�����

� xn 


�

Bemerke,daßD� x
 geradedieMengederin x beginnendenLäufeist.

De�nition 1.2.6. [Der Folgenraumeiner endlichenMark ov Kette]
GegebenseieineendlicheMarkov KetteM ��� X � T � p � p0 
 .
Als FolgenraumvonM de�nierenwir denWahrscheinlichkeitsraum

Y M �	� Xw
� D� µ
O�

wobei

� D die von allenBasiszylindernüberX, Xw undder leerenMengeerzeugte
s-Algebraist

� µ daseindeutig2 bestimmteWahrscheinlichkeitsmaßist, dasfolgendeEi-
genschafterfüllt : ? BasiszylinderüberX gilt

µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
E� p0 � x0 
 px0x1 ;�;�; pxn K 1xn

2wegenSchnittstabilitätderBasiszylinder(siehe[Bau78])
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An dieserDe�nition läßtsichleicht dieMarkov-Eigenschafterkennen.
Wer mehrüber stochastischeProzesseund Markov Kettenwissenwill, sei auf
[KS60] und [KSK76] hingewiesen.Für Erläuterungenzu Wahrscheinlichkeits-
theorie,siehez. B. [Bau78].

Bemerkung3. [ {Läufe in M} P {echteLäufe in M} hat Maß 0 ]
Sei¡ �

$

Y
-

Y Lauf in M %NP

$

Y
-

Y echterLauf in M % . Dannist ¡ die abzählbare
VereinigungvonBasiszylindernderArt D� x0 � x1 �

�����

� xn 
 mit � xi � 1 � xi 
E� T � 1 Q i Q

� n � 1
 und � xn � 1 � xn 
R5 � T oderp0 � x0 
N� 0. JedersolcheBasiszylinderhatMaß0
undsomitgilt µ � ¡ 
�� 0.

ProbabilistischesProgramm

Wieschonerwähnt,bildendieMarkov KettendenGrundbausteinunseresModells
zur ModellierungprobabilistischenVerhaltens.Um in unseremSystemgewisse
Eigenschaftendarstellenzu können,werdenwir wie bei Transitionssystemendie
ZuständederMarkov Kettemarkieren.

De�nition 1.2.7. [ProbabilistischesProgramm]
Ein ProbabilistischesProgrammist einTupel

Tprob ��� M � AP� L 
L�

wobei
� M ��� X � T � p � p0 
 eineendlicheMarkov Ketteist,

� APeineMengevonatomarenAussagenist und

� L : X 
 2AP eineMarkierungsfunktionist.

Ein ProbabilistischesProgrammist alsonichtsanderesalsein Transitionssy-
stem,bei demdie Transitionenund Anfangszuständemit Wahrscheinlichkeiten
versehensind.Somitkönnenwir die bereitsvorbereiteteTheoriederTransitions-
systemeaufProbabilistischeProgrammeübertragen.

De�nition 1.2.8. [Lauf einesProbabilistischenProgramms]
Sei Tprob �S� M � AP� L 
 ein ProbabilistischesProgramm.Ein Lauf Y der Markov
KetteM wird zugleichauchLauf vonTprob genannt.
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De�nition 1.2.9. [Spur einesProbabilistischenProgramms]
SeiTprob �T� M � AP� L 
 einProbabilistischesProgrammundY � x0 � x1 �

����� einLauf
vonTprob. Dannbezeichnenwir mit

trace� Y 
!� L � x0 
O� L � x1 
"�

�����

die SpurvonY. EineSpurvonTprob bezeichnetdie SpureinesLaufsvonTprob.
Mit Traces� Tprob 
 bezeichnenwir die MengeallerSpurenin Tprob.

1.2.2 ProbabilistischeLinear TimeLogik

Auch der LTL-Formalismusläßt sich nun auf natürlicheWeiseauf Probabilisti-
scheProgrammeerweitern.

De�nition 1.2.10.[Semantikvon LTL (Inter pretation über Läufe)]
Sei Tprob �U� M � AP� L 
 ein ProbabilistischesProgrammund j eineLTL-Formel
überAP.
Wir sageneinLauf Y erfüllt j genaudann,wennseineSpurj erfüllt.

Y
-

� j V trace� Y 


-

� j V trace� Y 
#� Words� j 


�

Bemerke, daßmanbeim probabilistischenLTL-Model Checkingnicht daran
interessiertist, ob alle, von einemZustandausgehendenLäufe, eine gegebene
LTL-Formel j erfüllen.Stattdessenist manamWahrscheinlichkeitsmaßder von
diesemZustandausgehendenundj erfüllendenLäufeinteressiert.Diessetztvor-
aus,daßeinesolcheMengeüberhauptmeßbarist. DiesesResultatwerdenwir in
1.3.1aufSeite20beweisen.

De�nition 1.2.11.[Die MengenYW X j und YYW X j ]
Wir bezeichnenmit Y W X j , bzw. Y YW X j dieMengeallerLäufeY in M, die j erfüllen,
bzw. nicht erfüllen.

Satz1.1. SeiTprob �@� M � AP� L 
 einProbabilistischesProgrammundj eineLTL-
FormelüberAP.Dannist Y W X j meßbarin Y M.
Beweis: siehe1.3.1aufSeite20

Bemerke, daßµ � Y W X j 
 geradedie Wahrscheinlichkeit angibt,daßein Lauf Y
vonM die Formelj erfüllt.
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De�nition 1.2.12. [Erfülltr elation für ProbabilistischeProgramme]
Sei Tprob �U� M � AP� L 
 ein ProbabilistischesProgrammund j eineLTL-Formel
überAP. Wir sagen,daßTprob dieFormelj erfüllt, i. Z. : Tprob

-

� j , falls gilt :

µ � Y W X j 
E� 1 �

D. h. , diej nichterfüllendenLäufevonM bildeneineNullmengeim Folgenraum
Y M von M.

Bemerkung 4. Gegebensei ein ProbabilistischesProgrammTprob �S� M � AP� L 


undeineLTL-Formel j . Seix ein Zustandvon Tprob mit intialer Wahrscheinlich-
keit gleich0 (p0 � x
Z� 0).SeiB einein Y M meßbareMengevonin x beginnenden
Läufen.Danngilt

µ � B
�� 0 �

Insbesondereist µ �

$

Y � x � x1 � x2 �

�����

-

Y Lauf in M undY
-

� j �

%[
N� 0.
Wennwir alsoim folgendenwie obendavon reden,daßwir amWahrscheinlich-
keitsmaßdervoneinembeliebigenZustandausgehendenundj erfüllendenLäufe
interessiertsind,someinenwir folgendes:
Gegebensei ein ProbabilistischesProgrammTprob �U� M � AP� L 
 und eineLTL-
Formelj . Seiz einZustandvonTprob.
WennM ��� X � T � p � p0 
 , sode�nierenwir
Mz

�U� X � T � p � pz
0 
 , wobei pz

0 � z
\� 1 und pz
0 � x
L� 0 ? x 5� z � X. Sei Y Mz

�

� Xw
� D� µz


 derFolgenraumvon Mz.3 Mit demWahrscheinlichkeitsmaßdervon z
ausgehendenundj erfüllendenLäufebezeichnenwir denWert

µz
�

$

Y � z� x1 � x2 �

�����

-

Y Lauf in Mz undY
-

� j %[
E�

µ �

$

Y � z� x1 � x2 �

�����

-

Y Lauf in M undY
-

� j %

p0 � z



L� falls p0 � z
B5 � 0 �

Zur Vertiefungdesebengelesenenwerdenwir jetzt einigeBegriffe aneinem
Beispielerläutern.

Beispiel 1.2.1. Anlehnendan Kommunikationsprotokolle betrachtenwir einen
vereinfachtenSender. DiesergenerierteineNachrichtundgibt dieseandasTrans-
portmediumweiter, welchesdie Nachrichtan denEmpfängerweiterleitensoll.
Da nundasMediumnicht 100%igstörungsfreiist, gehtdie Nachrichtmit Wahr-
scheinlichkeit 0.01verlorenundwird mit Wahrscheinlichkeit 0.99korrekt über-
mittelt. Im letztenFall wartet der Senderauf die BestätigungdesEmpfängers

3bemerke,W ] X ist meßbarin Y M gdwW ist meßbarin Y Mz
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undkehrtdannzumAnfangszustandzurück.Bemerke,daßdieseBestätigungaus
Gründender Vereinfachungin unseremBeispielnicht verlorengehenkann.Als
Markierungsfunktionsollen in unseremBeispieldie Zustandsnamenstehen.Es
gibt die folgendenvier Zustände:

� xinit : derZustand,in demderSenderdie Nachrichtgeneriertundsieandas
Mediumweiterleitet

� xdeliver: derZustand,in demdasMediumversucht,dieNachrichtzusenden

� xlost : wird erreicht,wenndie Nachrichtverlorenging

� xwait : wird erreicht,wenndie Nachrichterfolgreichgesendetwurde.Hier
wartetderSenderdannaufdie BestätigungdesEmpängers.

Wir erhaltendannfolgendesProbabilistischeProgramm:

x_init

x_wait x_lost

x_deliver

.99 .01

1

1

1

1

Der Wahrscheinlichkeitwertfür die endlicheFolgexinit � xdeliver � xlost � xdeliver � xwait
ist gleich1 � 1 � 0 � 01 � 1 � 0 � 99 � 0 � 0099.
Weiterhingilt µ � Y W XZ^ xwait 
E� 1, da

Y YW XZ^ xwait � Y W XZ_�` xwait �

$

xinit � xdeliver � xlost � xdeliver � xlost � xdeliver �

�����

%Na Rest �
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wobeiRest einemeßbareTeilmengedernicht echtenLäufe ist undsomitMaß0
hat.
Beachte,daßsogargilt: µ � Y W X2_�^ xwait 
�� 1. Daskannmanleicht sehen,da

Y YW X2_�^ xwait � Y W X2^C_�` xwait �Ta

¥
i X 0Y

W X Xi _�` xwait
�

AufgrundderMarkov Eigenschaftundµ � Y W XZ_�` xwait 
J� 0 folgt µ � Y
W X Xi _�` xwait


Z� 0.
Somithat Y YW X2_�^ xwait alsabzählbareVereinigungvon NullmengenMaßNull und
µ � Y W X2_�^ xwait 
E� µ � Xw

P Y YW X2_�^ xwait 
�� 1 � 0 � 1 �

1.3 über Mark ov Ketten

1.3.1 Die Spracheeiner LTL-Formel ist meßbar

Wir werdenjetztdenin De�nition 1.2.12benutztenSatz1.1beweisen.4

Satz: SeiTprob �	� M � AP� L 
 ein ProbabilistischesProgrammundj eineLTL-
FormelüberAP.Dannist Y W X j meßbarin Y M.
Beweis: durchstrukturelleInduktionüberj

� Induktionsanfang:

– j � true: Y W X true � Xw undist somitmeßbarin Y M.

– j � a � a � AP : Y W X a ��a x F X mit a F L b xc

D� x
 und ist somit meßbarin
Y M.

� Induktionsschritt: seienY W X j 1
undY W X j 2

meßbarin Y M

– j �

*

j 1 : Y W X2` j 1
� Y YW X j 1

� Xw
P Y W X j 1

undist somitmeßbarin Y M.

– j � j 1 )

j 2 : Y W X j 1 d

j 2
� Y W X j 1 e

Y W X j 2
undist somitmeßbarin Y M.

– j � Xj 1 : sei f : Xw

 Xw mit f � y0 � y1 � y2 �

�����


A� y1 � y2 �

����� eineAb-
bildung.Danngilt f ist meßbar, dadasUrbild einesjedenBasiszylin-
dermeßbarist ( f � 1

� D� x0 �

�����

� xn 
�
A�fa x F X D� x � x0 �

�����

� xn 
 ). Somit ist
Y W X Xj 1

� f � 1
� Y W X j 1


 meßbar.

– j � j 1U j 2 : Y W X j 1U j 2
�ga

¥
i X 0 � Y

W X Xi j 2 e

i � 1
j X 0 Y

W X X j j 1

 und ist somit

meßbarin Y M.
4für FragenüberWahrscheinlichkeitstheoriesiehe[Bau78]
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1.3.2 ErgodischeMengen

In diesemAbschnittwollen wir einewichtigeEigenschaftvon endlichenMarkov
Kettenbeweisen,die wir im weiterenVerlauf dieserArbeit nochhäu�g zitieren
werden.DazuzuerstfolgendeDe�nitionen.

De�nition 1.3.1. [Starke Zusammenhangskomponente(SCC)]
GegebeneingerichteterGraphG ��� V � E 
 . Wir nennenC h V einestarkeZusam-
menhangskomponente(engl.stronglyconnectedcomponent)vonG, falls gilt:

? u � v � G : 6 Weg von u nachv in C

undC ist maximalmit obigerEigenschaft.

De�nition 1.3.2. [ErgodischeMenge]
Gegebenein gerichteterGraphG �i� V � E 
 . Sei C h X eine starke Zusammen-
hangskomponente(SCC)von G. Wir nennenC ergodischeMenge von G, falls es
keineTransitionenin G gibt, die ausC hinausführen,d. h.

?�� u � v
�� E : u � C j v � C �

GegebeneineendlicheMarkov KetteM ��� X � T � p � p0 
 . Wir nennenC h X
ergodischeMenge von M, fallsC ergodischeMengedeszugrundeliegendenGra-
phen � X � T 
 von M ist. Es ist offensichtlich,daßvon jedemZustandim Graphen

� X � T 
 eineergodischeMengeerreichbarist. Bemerke folgendes:gegebeneine
ergodischeMengeC undein echterLauf Y � x0 � x1 �

����� vonM, sogilt :

xi � C j x j � C ? j 7 i �

Esgilt nunfür jedenLauf vonM, daßdiesermit Wahrscheinlichkeit 1 eineergodi-
scheMengeC von M erreichtundjedenZustandvonC unendlichoft durchläuft.
Wir werdennunein allgemeineresResultatbeweisen,von demsichdie ebenge-
machteAussageleichtableitenläßt.DafürnochfolgendeDe�nitionen.
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De�nition 1.3.3. [Kantenmarkierung einer endlichenMark ov Kette]
GegebeneineendlicheMarkov KetteM ��� X � T � p � p0 
 undeinenichtleereab-
zählbareMengeKM vonMarkierungen.Wir nennen

l : X � X 
 2KM

eineKantenmarkierungvon M, falls gilt:

l � u � v
��

/0 ?�� u � v
I5 � T �

Wir sagenkl� KM ist aktiv in Zustandx � X, falls esein y � X gibt, so daß
k+� l � x � y
 , d. h. esgibt eineausx hinausführendeTransition,die mit k markiert
ist. Für einenLauf Y � x0 � x1 �

����� von M sagenwir, daßk im i - tenSchrittvonY
angenommenwurde,falls kI� l � xi � 1 � xi 
 .

De�nition 1.3.4. [Fairness]
GegebeneineendlicheMarkovketteM, eineMengeKM von Markierungenund
eineMarkierungsfunktionl . Ein Lauf Y � x0 � x1 �

����� von M heißt fair bezüglich
km� KM, falls entwederk nur endlichoft aktiv ist in Y, oder k unendlichoft in Y
angenommenwird, d. h.

¥
6

i : k ist aktiv in Zustandxi ��j

¥
6

i : k wird in Schritt i vonY angenommen.

Wir nennenY fair, fallsY fair bezüglichjederMarkierungk ausKM ist.
Für x � X bezeichnenwir mit Fair � x
 die in x beginnendenfairenLäufevon M.
Fair n"� x
 bezeichnetfür kR� KM die in x beginnendenLäufevonM, die fair bezüg-
lich k sind.

Wir zeigennun,daßwir für einProbabilistischesProgrammTprob �o� M � AP� L 


undfür kp� KM eineLTL-Formel j n überAP angebenkönnen,sodaßdie Menge
Fair n

� x
 gleichderMengederj n erfüllendenLäufeist. SomitsindnachSatz1.1
auf Seite17 die MengenFair n

� x
 undFair � x
��

e

n

F KMFair n
� x
 meßbarin dem

FolgenraumY M.
Zur KonstruktiondieserFormelj n :

Gegebensei eine endlicheMarkovketteM, eine MengeKM von Markierungen
undeineMarkierungsfunktionl . Füralle kq� KM seinn dieAnzahlanTransitionen

� u � v
 , mit kI� l ��� u � v
�
 . Wir de�nieren

� AP �

$

k

out
j �rk

in
j

-

kI� KM und1 Q j Q nn
%
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� L : X 
 APwird gemäßfolgendemAlgorithmusde�niert :
L � x
s�

/0 ? x � X
zählern : � 1 ?DkI� KM
für alle Transitionent ��� u � v
 in T {

für alle Markierungen kB� l � t 
 {
L � u
E� L � u
ta

$

k

out
zähleru

%

L � v
N� L � v
va

$

k

in
zähleru

%

zählern � zählernxw 1
}

}

SeinunY � x0 � x1 �

����� ein Lauf in Tprob. DanngeltenfolgendeÄquivalenzen:
�

k ist aktiv in xi y

j 6 j : k

out
j � L � xi 


�

k wird im i - tenSchrittvonY angenommen
y

j

6 j : �zk

out
j � L � xi � 1 


)

k

in
j � L � xi 
�


Wir de�nierennunfür kR� KM dieLTL-Formelnj aktiv �zk{
 undj angenommen�zk{
 über
AP.

� j aktiv �zk{
��

, 1 | j | nu

k

out
j

� j angenommen�zk}
��

, 1 | j | nu

�zk

out
j )

X k

in
j 


Somiterhaltenwir mit j �zk{
��	�

'

&

j aktiv �zk}
!j

'

&

j angenommen�zk{
�


� Fair n
� x
E�

$

Y
-

Y ist in x beginnenderLauf mit Y
-

� j �zk{
O%

� D� x


e

Y W X j b

n

c

� Fair � x
��

e

n

F KMFair n
� x


�

$

Y
-

Y ist in x beginnenderLauf mit Y
-

�

)

n

F KM j �zk{
O%

�

� D� x


e

Y W X

d

u•~ KM j b

n

c

Also lassensichdieMengenFair � x
 undFair n
� x
 durchLTL-Formelncharakteri-

sierenundsindsomitnachSatz1.1aufSeite17meßbarin Y M. Bemerke,daßwir
nuranderMengeFairecht

� x
 derfairenechtenin x beginnendenLäufeinteressiert
sind.Esgilt jedoch

Fairecht
� x
E� Fair � x
xP ¡ 5

5zurDe�nition von¡ sieheBemerkung3 aufSeite16
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undsomitist Fairecht
� x
 meßbarin µ, undda¡ eineNullmengein µ ist, gilt

µ � Fairecht
� x
�
E� µ � Fair � x
�


�

6

Satz1.2. SeiM �	� X � T � p � p0 
 eineendlicheMarkov Kette, KM einenichtleere
abzählbareMengevonMarkierungenundl eineKantenmarkierungvonM. Seien
Tprob � � M � AP� L 
 , j aktiv �zk{
 und j angenommen�zk{
 wie obende�niert und Y M �

� Xw
� D� µ
 derFolgenraumvonM. Danngilt

µx
� Fair � x
�
G� 1 ? x � X, d. h. µ � Fair � x
�
�� p0 � x


�

Beweis: Esgenügtzuzeigendaßµx
� Fair n"� x
�
E� 1 ?DkI� KM.7

Sei k€� KM fest. Sei c � min
$

puv
-

� u � v
+� T % (bemerke,
-

T
-D•

¥ ). Sei y �

x0 � x1 �

�����

� xn Prä�x einesLaufesin M und P eineMengevon Läufenin M, die
in xn beginnen.Dannbezeichnenwir mit yP folgendeMengevon Läufen

$

x0 � x1 �

�����

� xn � y1 � y2 �

�����

-

Y � y0 � y1 �

�����

� P %

�

8

Für x � X sei nun Px die Mengealler in x beginnendenLäufe von M, für die k

unendlichoft aktiv ist, abernie angenommenwird, also
Px �

$

Y
-

Y in x beginnenderLauf mit
Y

-

�

'

&

j aktiv �zk}


)

'

*

j angenommen�zk{
O%

�

Somit ist Px meßbar. Die weitereVorgehensweiseist nun folgende.Wir werden
zeigen,daßµx

� Px 
E� 0 für allex � X. Fernerzeigenwir, daß

G� x
E�

$

Y
-

Y ist in x beginnenderLauf %NP Fair n"� x


als die abzählbareVereinigungvon Mengender Form yP x geschriebenwerden
kann,wobei y � x0 � x1 �

�����

� x Prä�x einesLaufesvon M ist. Bemerke, daßauch
yPx meßbarunddaß

µx0
� yPx 
E�

py

p0 � x0 


; µx
� Px 
E� px0x1 ; px1x2 ����� pxn K 1x ; µx

� Px 
E� 0 �

Somitfolgt µx
� G� x
�
E� 0. Wir erhaltensomitµx

� Fair n"� x
�
E� 1 � Nunalsozu

µx
� Px 
E� 0 für alle x � X �

6RufenochmalsBemerkung4 aufSeite18 ins Gedächtnis.
7in einemWahrscheinlichkeitsraumgilt: µ ‚ Ai ƒD„

1 i
„

1 . 2 .†…†…r… impliziert µ ‚•‡ i ˆ 1 ‰ 2 ‰ Š Š Š

Ai ƒD„

1
(bemerke,daßKM abzählbarist)

8Beachte,daßy0 „

xn.

24



Sei Aktiv die Mengeder Zuständein X, in denenk aktiv ist, d. h. Aktiv �

$

x �

X
-

6 j : k

out
j � L � x
M% . Fürx � X seiWx dieMengeallermit x beginnendenendlichen

Zustandsfolgen,sodaßk im letztenZustandaktiv ist undsonstnochhöchstensim
erstenZustandaktiv ist, abernicht im erstenSchrittangenommenwird, also

Wx �

$

x � x1 � x2 �

�����

� xn
-

xi 5� Aktiv � 1 Q i QT� n � 1
 undxn � Aktiv und k‹5 � l � x � x1 
O%

Wir partitionierenWx nun folgendermassen.Für a � Aktiv und x � X sei Wa
x �

$

x � x1 �

�����

� xn � Wx
-

xn � a % . Wx ist alsodie disjunkteVereinigungderWa
x, somit

Wx �Ta a F AktivWa
x. DieseVereinigungist offensichtlichabzählbarundwir erhalten

å
y F Wx

py � å
a F Aktiv

å
y F Wa

x

py (1.1)

Zudemgilt offensichtlichfür x � X

Px �oa a F Aktiv a y F Wa
x

yPa � (1.2)

Auchdiesist einedisjunkteVereinigung.
Seia � Aktiv. Danngibt eseinxa � X, sodaßgilt kI� l � a � xa 
 . Esgilt nun:

å
y F Wa

py

p0 � a


Q å
x YX xa

pax � 1 � paxa Q 1 � c (1.3)

Nun könnenwir durch Induktion überk zeigen,daßµa
� Pa 
IQg� 1 � c


k
? a �

Aktiv. Für denInduktionsanfangk � 0 ist nichtszu zeigen.Nehmenwir alsofür
denInduktionsschrittan,die Behauptungsei für k bewiesen,alsoµa

� Pa 
#Q�� 1 �

c


k
? a � Aktiv. Sei b � Aktiv beliebig.Da 1.2 eine disjunkteund abzählbare

Vereinigungist, folgt

µb
� Pb 
E� å

a F Aktiv
å

y F Wa
b

µb
� yPa 
E� å

a F Aktiv
å

y F Wa
b

�

py

p0 � b


; µa
� Pa 
�


�

Durchdie Induktionsvoraussetzungund1.1erhaltenwir

µb
� Pb 
AQf� 1 � c


k å
a F Aktiv

å
y F Wa

b

py

p0 � b


��� 1 � c


k å
y F Wb

py

p0 � b


�

Dab nunin Aktiv ist, erhaltenwir mit 1.3

µb
� Pb 
�QŒ� 1 � c


k> 1
�
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was den Induktionsschrittvervollständigt.Also gilt µa
� Pa 
mQ•� 1 � c


k für alle
a � Aktiv undk � IN. Darausfolgt µa

� Pa 
2� 0 ? a � Aktiv. Mit 1.2folgt µx
� Px 
G�

0 ? x � X.
Esbleibt alsonochzu zeigen,daßG� x
N�

$

Y
-

Y ist in x beginnenderLauf %NP

Fair n"� x
 alsdie abzählbareVereinigungvon Mengender Form yP x geschrieben
werdenkann.Falls Y � x0 � x1 �

�����

� G� x
 , so ist k unendlichoft aktiv, wird aber
nurendlichoft in Y angenommen.Somitgibt esalsoein i � IN sodaßgilt: falls k

in Schritt j angenommenwird, soist j
•

i. Esfolgt alsofolgendeGleichung

G� x
E�oa u F X a y F L u
x

yPu �

wobeiL u
x die Mengealler in x beginnendenundin u endendenendlichenFolgen

von Zuständenin X ist. Da für x � u � X L u
x abzählbarist und µx

� yPu 
L� 0 für
y � L u

x, erhaltenwir

µx
� G� x
�
�Q å

u F X
å

y F L u
x

µx
� yPu 
E� 0 �

Somitgilt µx
� Fair n

� x
�
�� 1 undwir erhaltenµx
� Fair � x
�
�� 1.

SeinunFair dieMengealler fairenLäufein M. Dannist Fair �oa x F XFair � x


einedisjunkteVereinigungundsomit

µ � Fair 
G� å
x F X

µ � Fair � x
�
2� å
x F X

p0 � x
E� 1 �

Mit diesemmächtigenSatzkönnenwir jetztganzeinfachdiegewünschteAus-
sagebeweisen.

GegebeneineendlicheMarkov KetteM �i� X � T � p � p0 
 . Sei KM � T die
MengederMarkierungenundl : X � X 
 KM wie folgt de�niert.

l � t 
G� t für t � T undl ��� u � v
�
G�

/0 für � u � v
B5 � T �

SeiFairecht dieMengederechtenLäufein Fair. Danngilt µ � Fairecht

D� µ � Fair 
D�

1. Wir werdenjetzt zeigen,daßalle in Fairecht enthaltenenLäufe in einerergo-
dischenC MengeendenundjedenZustandvonC unendlichoft durchlaufen.Sei
Y � x0 � x1 �

�����

� Fairecht . Danngilt für jedeTransition � u � v
E� T: entwederkommt
u nur endlichoft in Y vor oderesgibt unendlichviele Indizesi mit u � xi und
v � xi > 1. Da die MengeX endlichist, gibt esein x � X, dasunendlichoft in Y
vorkommt.Nun kannmanvon x auseineergodischeMengeC von M erreichen.
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Seix � y1 � y2 �

�����

� yn ein Prä�x einesechtenLaufesmit yn � C. Da x unendlichoft
in Y vorkommtundY fair ist, folgt, daß � x � y1 
 unendlichoft in Y angenommen
wird und somit y1 unendlichoft in Y vorkommt. Induktiv erhaltenwir, daßyn
unendlichoft in Y vorkommt. Es bleibt alsonur nochzu zeigen,daßauchalle
ZuständevonC unendlichoft in Y durchlaufenwerden.DaC einestarke Zusam-
menhangskomponentein � X � T 
 ist und yn � C ist, kannmanvon yn ausjeden
Zustandin C erreichen.Für c � C seinc die kleinstenatürlicheZahl, sodaßman
mit nc Transitionenin C von yn nachc gelangenkann.Sein � maxc F C nc. Da yn
unendlichoft in Y vorkommtundY fair ist,gilt, daßalleZuständec � C mit nc � 1
unendlichoft in Y vorkommen.Induktiv erhältman,daßalle Zuständec � C mit
nc � i � 2 Q i Q n unendlichoft in Y vorkommen.SomitkommtjederZustandvon
C unendlichoft in Y vor, unddie gewünschteAussageist bewiesen.
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Kapitel 2

ProbabilistischesLTL-Model
Checkingmit Buechi-Automaten

Wiewir gesehenhaben,de�nierenLTL-FormelnübereinerMengeAPvonatoma-
renAussageneineSprachevonunendlichenWörternüberdemAlphabet2AP. Um
nunzuüberprüfen,obeinTransitionssystemodereinProbabilistischesProgramm
einegegebeneLTL-Formel j erfüllt, kanneshilfreich sein,die von j erzeugte
Spracheüber2AP mit einemanderenFormalismusdarzustellen.EineMöglichkeit
bietenhierw-Automaten.DiessindAutomaten,dieeineSprachevonunendlichen
Wörternakzeptieren.

2.1 Von einer LTL-Formel zum Buechi-Automaten

Sei S ein endlichesAlphabet.Mit Sw bezeichnenwir die Mengeder unendli-
chenWörter über S. Nebenden endlichenAutomaten,die Sprachenendlicher
Wörter akzeptieren,gibt esnun die sogenanntenw-Automaten,die Sprachenh

Sw akzeptieren.Wir beschränken uns hier auf Buechi-Automaten,die sich von
z. B. Rabin� , bzw. Street � Automatennur in ihrer Akzeptanzbedingungunter-
scheiden.

De�nition 2.1.1. [Nichtdeterministischer w-Automat]
Ein nichtdeterministischerw-Automatist einTupel

A � � Q � S � d � Q0 


wobei
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� Q eineendlicheMengevonZuständen,

� S ein endlichesAlphabet,

� d : Q � S 
 2Q eineÜbergangsfunktionund

� Q0 �

Q eineMengevon Anfangszuständenist.

Wir nenneneinenw-Automatendeterministisch genaudann,wenn

�

-

d � q � a


-

Q 1 ? q � Q unda � S
 und �

-

Q0
-

� 1


�

SeiV � Q undE h V � V so,daß

� v� w
A� E V 6 a � S : w � d � v� a


�

Dannnennenwir � V � E 
 denzugrundeliegendenGraphenvonA.

De�nition 2.1.2. [Die Potenzmengenkonstruktion]
Gegebenein nichtdeterministischerw-AutomatA � � Q � S � d � Q0 
 . Wir bezeich-
nenmit Adet denfolgendendeterministischenw-Automaten:

Adet � � 2Q
� S� ddet �

$

Q0 %[
"�

wobei
ddet � P� a
Ž�•a q F P d � q � a
 ? P h Q � a � S �

Adet enthältalsoalle Teilmengenvon Q alsZustände.Ausserdemkannman
mit einema � S von P h Q in denjenigenZustandgelangen,derdie Vereinigung
der Zuständeist, in die manin A mit a auseinemZustandin P gelangenkann.
Die MengeQ0 ist dereinzigeStartzustandvonAdet .

De�nition 2.1.3. [Lauf einesw-Automaten]
Für ein Wort w � a1 � a2 �

����� in Sw nennenwir die unendlicheZustandsfolges �

q0 � q1 �

����� einenLauf von w in A, falls qi � d � qi � 1 � ai 
 für i � IN und q0 � Q0.
Ebensonennenwir für ein Wort w � a1 � a2 �

�����

� an in S• die endlicheZustands-
folge s � q0 � q1 �

�����

� qn einenendlichenLauf von w in A, falls qi � d � qi � 1 � ai 
 für
1 Q i Q n undq0 � Q0.
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De�nition 2.1.4. [Nichtdeterministischer Buechi-Automat (NBA)]
Ein NBA ist einTupel

A � � Q � S � d � Q0 � F 


wobei

�

� Q � S� d � Q0 
 ein w-Automatund

� F
�

Q eineMengevonAkzeptanzzuständenist.

FüreinenLauf sde�nierenwir dieMengederunendlichoft in s vorkommen-
denZuständealsinf � s
��

$

q � Q
-

si � q für unendlichviele i % .
Ein Lauf s in A heißtnun akzeptierend, genaudannwenn inf � s


e

F 5�

/0, also
genaudann,wennmindestensein Zustandder Endzustandsmengeunendlichoft
in s vorkommt.

Wir sagenA akzeptiertdie wie folgt de�nierte SpracheLw � A 


�

Sw :

Lw � A 
!� ‘ w � Sw -

6 akzeptierendenLauf von w in A ’

�

Bemerke,daßmanaufgrunddesNichtdeterminismus1 mehrereLäufefür einEin-
gabewort w � Sw habenkann.Von diesenkönnenmancheakzeptierendseinund
manchenicht.Damit w � Lw � A 
 gilt, genügtes,wenneinerdieserLäufeakzep-
tierendist.

Wir nenneneinenBuechi-Automatendeterministisch (DBA) genaudann,wenn
derzugrundeliegendew-Automatdeterministischist.

Offensichtlichist jederDBA auchein NBA.
Andererseitsist das Konzeptder DBAs nicht so mächtig wie das der NBAs.
D. h.esgibt NBAs, sodaßkeinDBA diegleicheSpracheakzeptiertwie dergege-
beneNBA. Wir könnenalsonicht einfachdurchdie Potenzmengenkonstruktion
einenNBA in einenDBA überführenunddie gleicheSpracheerhalten.

NunzueinemkleinenBeispiel:

1Für denÜbergangvon einemZustandq zum nächstenmittels einesZeichena / S kannes
mehrereMöglichkeitengeben,d. h. “ d ‚ q . a

ƒ

“•” 1 ist möglich.
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Beispiel2.1.1. [Beispielfür einenNBA]
BetrachtefolgendenNBA A mit Q �

$

q0 � q1 � q2 % ,
S � 2–

a — b˜ ,
Q0 �

$

q0 % ,
F �

$

q1 %

undd wie im folgendenGraphersichtlich.

q2q0 q1
{a}, {a,b} {}, {b}

{a}, {a,b} {},{a},{b},{a,b}{},{a},{b},{a,b}

Wie manleicht siehtist Lw � A 
 =Words(
&

'

a
™h Sw.2

EinigemöglicheLäufefür w �

$

a � b %C�

$

a %C�

$

a %C�

$

a %C�

����� sind
� q0 � q0 � q0 � q0 �

����� nichtakzeptierend

� q0 � q1 � q1 � q1 �

����� akzeptierend

� q0 � q0 � q1 � q1 �

����� akzeptierend

...

Wiesokannmannun Buechi � Automatenzum LTL-Model Checkingbenut-
zen?
Diesist möglichaufgrunddesfolgenden,in [WVS83] gezeigten,Resultats.

Satz2.1. GegebeneineLTL-Formel j der Länge n übereinerMenge AP. Dann
gibt es einennichtdeterministischenBuechi-AutomatenAj über demAlphabet
S � 2AP mit

Lw � Aj 
E� Words� j 
"�

der in Zeit undPlatzO� n ; 2n

 konstruiertwerdenkann.

Da derBeweiszwar nicht schwierig,dochlangund technischist, verzichten
wir andieserStelledarauf.

2Words(šD› a) ist die Mengeder Wörter w
„

a1 . a2 .†…†…r… über2S
„

2œ

a ‰ b • sodaß ž i / IN “ a /

a j Ÿ

j   i gilt.
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2.2 LTL-Model Checkingmit Buechi ¡ Automaten

2.2.1 NichtprobabilistischesLTL-Model Checking

Auch wenn dieseArbeit dasProbabilistischeLTL-Model Checkingbehandelt,
sowollen wir dochan dieserStellekurz beschreiben,wie nichtprobabilistisches
LTL-Model Checkingfunktioniert.Dafür benötigenwir nur nochfolgendeDe�-
nition.

De�nition 2.2.1. [Produkttransitionssystem]
Sei T ��� S��
�� S0 � AP� L 
 ein Transitionssystemund A ��� Q � 2AP

� d � Q0 � F 
 ein
NBA mit demAlphabet2AP. Dannist

T � A � 8 S � Q �G
 T ¢ A � S�0 � Q � L �

:

einTransitionssystemmit folgendenKomponenten.Die MarkierungsfunktionL
�
:

S � Q 
 2Q ist durch
L �

��£ s� q¤�
Ž�

$

q %

gegeben.Die Anfangszustandsmengeist

S�0 � �A£ s0 � q¤ : s0 � S0 � q � ¥

q0 F Q0

d � q0 � L � s0 
�


�E�

Die Transitionsrelationist durchfolgendeRegel de�niert:

£ s� q¤

�


 T ¢ A £ s�

� q�

¤

y

j � s �


 s�

)

q�

� d � q � L � s�


�
�


Intuitiv gesehenverknüpftT � A die Spurenvon T mit derenLäufenin A,
d. h. , seip �	� s0 � q0 
"�M� s1 � q1 
O�

����� ein PfadvonT � A, dannist s0 � s1 �

����� ein Pfad
vonT undq0 � q1 �

����� ein Lauf für dessenSpurin A.
SeinunT �¦� S��
�� S0 � AP� L 
 ein Transitionssystemund j eineLTL-Formel

über2AP. Mit Aj bezeichnenwir einenNBA mit Lw � Aj 
G� Words� j 
 (sieheSatz
2.1aufSeite31).EsgeltennunfolgendeÄquivalenzen:

T
-

� j V Traces� T 
�h Words� j 
¦V

Traces� T 


e

Words�

*

j 
��

/0 V Traces� T 


e

Lw � A` j 
��

/0 V

T � A` j
-

�

&

'

�

) q F FA§ j
*

q
•V
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für alle in T � A` j erreichbarenZustände3 x mit 6 q � FA
§ j , sodaß

x mit q markiertist gilt : x liegt nichtaufeinemZyklusvonT � A ` j

Wir sehenalso,daßdie Frage,ob T die Formel j erfüllt auf eineErreichsbar-
keitsanalyseundZyklentestsin einemungerichtetenGraphenhinausläuft.

Zur Verdeutlichungder obengenanntenSachverhaltefolgt nun ein kleines
Beispiel:

Beispiel2.2.1.GegebendasTransitionssystemT mit derMengeAP �

$

a � b % von
atomarenAussagen.s0 seiderAnfangszustandvonT .

s0

s2s1

s3

{a,b}

{a}

{a}

{}

Weiterhinsei
j �

'

&

a �




'

&

b�

Danngilt offensichtlichT 5

-

� j , daz. B. derPfads0 � s1 � s3 � s3 � s3 �

����� die Formelj
nichterfüllt. Wir bildennundieFormel

*

j :

*

j �

*

�

*

'

&

a
,

'

&

b
s�

4 '

&

a
)

&

'

*

b�

Nungebenwir einenNBA A an,mit Lw � A 
D� Words�

*

j 


� Die Endzustandsmen-
gevonA ist F �

$

q1 %

�

3wir meinennatürlichdievoneinemAnfangszustandauserreichbarenZustände
4beachte,daß

„

hier semantischeÄquivalenzbedeutet
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q0 q1

q3 q2

{a}

{},{a},

{b},

{a,b}

{} {a}

{}

{b},{a,b}

{},{a},{b},{a,b}

{a}

{b},{a,b}

Nunerhaltenwir mit obigerKonstruktionsvorschriftfolgendenProduktautomaten
T � A:

<so,qo>

<s1,qo>

<s3,qo>

<s2,qo>

<s2,q1>

<s3,q1>

<s1,q2>

{q0} {q1}

{q2}

{q1}

{q0}

{q0} {q0}

Wie erwartetgibt esmit q1 markierteerreichbareZustände,dieaufeinemZyklus
liegen,d. h. T 5

-

� j �

2.2.2 ProbabilistischesLTL-Model Checking

GegebeneinProbabilistischesProgrammTprob �o� M � AP� L 
 undeineLTL-Formel
j überAP. Wie schonin De�nition 1.2.12auf Seite18 erwähnt,erfüllt Tprob die
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Formelj , wenngilt
µ � Y W X j 
E� 1 �

Wir wollen alsobestimmen,ob µ � Y W X j 
�� 1 gilt, bzw. wir wollen denWert von
µ � Y W X j 
 berechnen.Wie wir bereitswissen5, gibt eseinennichtdeterministischen
Buechi-AutomatenAj � � Q � 2AP

� d � Q0 � F 
 mit

Lw � Aj 
¨� Words� j 


�

De�nition 2.2.2. [Erfülltr elation einesLaufesvon T bezüglicheinesNBA]
SeiT ein ProbabilistischesProgrammundA ein nichtdeterministischerBuechi-
Automat.SeiY ein Lauf von T . Dannsagenwir Y erfüllt A, i. Z. Y

-

� A genau
dann,wenn

trace� Y 
�� Lw � A 


�

Wir bezeichnenmit Y W X A, bzw. Y YW X A dieMengeallerLäufeY in T , dieA erfüllen,
bzw. nicht erfüllen.

DaLw � Aj 
¨� Words� j 
 gilt also

µ � Y W X j 
!� µ � Y W X Aj 


�

Wie im nichtprobabilistischenFall könnenwir auchhier mit einerProduktkon-
struktionarbeiten,um denWert µ � Y W X Aj 
 zu ermitteln.Jedochist die Lagehier
etwaskomplizierter. Wir werdeneinPobabilistischesProgrammTAj konstruieren,
dassozusagenT simuliert, jedochauchnochzu jedemZeitpunktdie Informati-
on bereitstellt,in welchemZustandsich Aj unterBerücksichtigungder bereits
besuchtenZuständebe�nden könnte.Aus Abschnitt1.3.2,Seite21 wissenwir,
daßein Lauf von TAj mit Wahrscheinlichkeit 1 in einerergodischenMengevon
TAj endenwird undjedenZustanddieserMengeunendlichoft durchlaufenwird.
Die AkzeptanzbedingungvonAj werdenwir benutzen,umdieergodischenMen-
genvon TAj in zwei Klassenzu einzuteilen,die Klassederakzeptierendenergo-
dischenMengenund die Klasseder nicht-akzeptierendenergodischenMengen.
DieseKlassi�zierungwird sogeschehen,daßfolgendesgilt:

� die Mengeder Läufe,die in einerakzeptierendenergodischenMengeen-
denund nicht vom NBA Aj akzeptiertwerden,bildet eineNullmengeim
FolgenraumvonTAj

5sieheSatz2.1,seite31
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� dieMengederLäufe,die in einernicht-akzeptierendenergodischenMenge
endenund vom NBA Aj akzeptiertwerden,6 bildet eine Nullmengeim
FolgenraumvonTAj

Eswird alsogelten,daß
µ � Y W X Aj 


gleich der Wahrscheinlichkeit ist, daßein Lauf von TAj in einerakzeptierenden
ergodischenMengevonTAj endet,waseinfachberechnetwerdenkann.Dochbis
dahinbedarfesnocheinigerArbeit. Bevor wir mit der Konstruktionbeginnen,
wollenwir nocheinigeBemerkungen/Vereinfachungenanführen.

Einige Bemerkungen/Vereinfachungen

� Als ersteswerdenwir die Markierungender Zuständevon Tprob und das
Alphabetsowie dieÜbergängedesNBA Aj ändern.

– SeiT �prob � � M � X � L �©
 dasProbabilistischeProgramm,dasausTprob
entsteht,indemmanAP durchX ersetztunddie Markierungsfunktion
folgendermassenanpaßt.

L �

� x
E�

$

x % ? x � X

– SeiA �j � � Q � X � d�
� Q0 � F 
 ein ausAj entstandenerNBA, wobei

d�

� q � x
!� d � q � L � x
�


�

Da sichdie zugrundeliegendeMarkov KetteM nicht geänderthat,besitzen
Tprob undT �prob diegleichenLäufeunddie gleicheWahrscheinlichkeitsver-
teilungfür diese.Zudemgilt :

Y W X Aj � Y �

W X A ªj
�

b

•

c

In Worten:die Mengeder Läufe in Tprob, derenSpur in Lw � Aj 
 liegt, ist
gleich der Mengeder Läufe in T �prob, derenSpur in Lw � A �j 
 liegt. Somit
folgt

µ � Y W X Aj 
¨� µ � Y �

W X A
ªj


¨� µ�

� Y �

W X A
ªj




�

Somitkönnenwir alsoo. B. d. A. mit T �prob undA �j weiterarbeiten.

Zu b

•

c : SeiY � x0 � x1 �

����� Lauf in Tprob, alsoauchin T �prob. Esgilt:

6Natürlichwird nicht derLauf selbervon Aj akzeptiert,sonderndessenProjektionauf die in
Aj liegendeKomponentederZustände.Dassehenwir dannin derKonstruktion.
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Y
-

� Aj V 6 akzeptierendenLauf q0 � q1 �

����� von trace� Y 
 in Aj V

6 akzeptierendenLauf q0 � q1 �

����� mit qi � d � qi � 1 � L � xi 
�
Ž? i � IN in Aj V

6 akzeptierendenLauf q0 � q1 �

����� mit qi � d�r� qi � 1 � xi 
!? i � IN in A �j V

6 akzeptierendenLauf q0 � q1 �

����� von trace� Y 
 in A �j V Y
-

� A �j ,

womit dieBehauptungfolgt.

� Ausserdemwerdenwir im folgendenannehmen,daßA
�j in jedemZustand

für jedenBuchstabenx � X mindestenseinenÜbergangbesitzt.Dieskann
mano. B. d. A. tun,damanÜbergängezueinemzusätzlichenZustandein-
fügenkann,dernicht in derAkzeptanzmengeliegt.

� DamitdiespäterenKonstruktionenübersichtlicherbleiben,wollenwir, daß
A

�j nur einenAnfangszustandbesitzt.Dieskönnenwir wie folgt erreichen:
SeiA

�«�j � � Q a

$

q0 %C� X � d�«�
�

$

q0 %C� F 
 ein ausA
�j entstandenerNBA, wobei

q0 5� Q,
d�«�

� q � x
!� d�

� q � x
•? q � Q
)

x � X und

d�¬�

� q0 � x
¨�•a q F Q0d�

� q � x
"�	? x � X �

Eswird alsonurein neuer(undeinziger)Startzustandeingefügt,dergenau
die Übergängeder altenStartzuständebesitzt.Daßsich dadurchdie vom
AutomatenakzeptierteSprachenicht ändert,ist offensichtlich.

� DieserPunktbetrifft nur die Notation.Aus Gründender Übersichtlichkeit
werdenwir im folgendenfür die Menge

$

� x � q


-

q � R% die abkürzende
Schreibweise� x � R
 verwenden.

Damit die Notationnicht zu kompliziert wird, fangenwir mit diesersozusagen
nocheinmalvonvornean.
SeiTprob � � M � X � L 
 ein ProbabilistischesProgrammmit M �	� X � T � p � p0 
 und
A � � Q � X � d �

$

q0 %C� F 
 ein nichtdeterministischerBuechi-Automat,sodaßTprob
undA die drei obengenanntenPunkteerfüllen.Da Lw � A 
 gleich der von einer
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LTL-FormelerzeugtenSpracheseinsoll, gelteLw � A 
 ist messbarim Folgenraum
vonM.7 Also ist dieAufgabe,denWert

µ � Y W X A 


zuberechnen.

Die Konstruktion

Als erstesbilden wir dasProdukttransitionssystemTprob � A wie in De�nition
2.2.1,Seite32 beschrieben.8 Nun könnenwir Tprob � A auchalsnichtdetermini-
stischenw-AutomatenüberdemAlphabetX mit folgenderÜbergangsfunktionr
betrachten:

r ��� x � q
O� x̃
¨�

$

� x̃ � q̃


-

q̃ � d � q � x̃
M%C� falls � x � x̃
�� T �

Bemerke,daßin einenZustand� x � q
 nurTransitionenmit demBuchstabenx hin-
einführen.Somitgilt für einenZustandP h X � Q desdurchPotenzmengenkon-
struktion (sieheDe�nition 2.1.2, Seite29) erhaltenAutomaten � Tprob � A 
 det :
führt eineTransitionmit demBuchstabenx nachP, soenthältP nur Paare,deren
ersteKomponentex ist. Da abgesehenvom Startzustandalsonur KnotenderArt

$

� x � r 


-

r � R%p�¦� x � R
 , mit R h Q, erreichbarsind,werdenwir bei derPotenz-
mengenkonstruktionabgesehenvomStartzustandauchnursolcheKnotenberück-
sichtigen.Nun wollen wir aberaustechnischenGründen,daßauchder Startzu-
standvonderArt � x � R
"� R h Q ist.Diesist nichtgegeben,denni. Allg. enthältder
StartzustandZuständevon � Tprob � A 
 mit unterschiedlicherersterKomponente.
Wir könnenunserZiel dennocherreichen,indemwir für jededieserKomponen-
teneineneigenenStartzustandde�nierenundgegebenfallseinfügen.Wir erhalten
danneinensemideterministischenAutomaten,d. h. einenAutomatenmit deter-
ministischerÜbergangsfunktion,abermit mehrerenAnfangszuständen.Diesstellt
aberin unserenweiterenÜberlegungenkein Problemdar. Wir nehmenalsofol-
gendeModi�kation vor:

De�nition 2.2.3. [Der Automat � Tprob � A 
 sdet ]
Sei y der Startzustandvon � Tprob � A 
 det . Sei Komp h X so,daßx � Komp als

7Es ist zwar allgemeinbekannt,daßdie von einemNBA akzeptierteSprachemessbarist im
FolgenraumeinerMarkov Kette(siehe[Va85]), jedochgenügthierschondieschwächereAussage
überdieMessbarkeit derSpracheeinerLTL-Formel.

8WobeiTprob aufoffensichtlicheWeisemit ­ x / X “ p0 ‚ x
ƒ

” 0 ® alsMengederAnfangszustände
alsTransitionssystembetrachtetwird.
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ersteKomponenteeinesElementesvony vorkommt,also

Komp �

$

x � X
-

6 q � Q : � x � q
A� y %

�

Wir de�nieren
� Tprob � A 
 sdet � � Q�«�

� X � r �¬�

� Q�«�0 
"�

mit

� Q�¬� �

$

� x � R


-

x � X � R h Q %¯� X � 2Q

� Q�¬�0 �

$

� x � Q


e

y
-

x � Komp %

� r �«� ��� x � R
"� x� 
¨�°a r F R r ��� x � r 
"� x� 


Wir habenalso eigentlichnur den Startzustandvon � Tprob � A 
 det in mehrere
Teile bezüglichihrer erstenKomponenteaufgeteiltund die trivialerweisenicht
erreichbarenKnoten(solche,die Knotenvon Tprob � A mit verschiedenenersten
Komponentenenthalten)weggelassen.

Wir bezeichnenfür
$

� x � q
O%v� Q�«� mit � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 denjenigenTeil
von � Tprob � A 
 sdet , der vom Zustand

$

� x � q
O% auserreichbarist. Zusätzlichsei
$

� x � q
O% derAnfangszustandvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 .
Zur Erinnnerungdaran,wie dieKonstruktionendurchzuführensind,folgt jetzt

ein Beispiel.Gegebenseienein ProbabilistischesProgramm

1
3

2
3

1
1
2

1
2

±

x0 ²

x1x0 ³

x1 ´

Tprob :

undein NBA

q0

x0

q1

x0 µ

x1

x0

x1

A :
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mit dengewünschtenEigenschaften.Dannerhaltenwir folgendesProduktsystem,

¶

x0 ·

q0 ¸

¹

x0 º

q1 »

¼

x1 ½

q1 ¾

¿

x1 À

q0 Á

x1

x1

x1

x1
x0

x0

x0

Tprob Â

A :

auf welcheswir die Potenzmengenkonstruktionanwendenkönnen.Dies ergibt
dann: Ã<Ä

x0 Å

q0 ÆÈÇ

É<Ê

x0 Ë

q1 ÌÈÍ

Î<Ï

x1 Ð

q0 ÑÈÒ

Ó<Ô

x1 Õ

q1 ÖÈ×

ØÚÙ

x0 Û

q0 Ü•Û

Ù

x0 Û

q1 Ü•Ý

ÞÚß

x1 à

q0 á•à

ß

x1 à

q1 á•â

ãÈä

x0 å

q0 æçå

ä

x0 å

q1 æçå

ä

x1 å

q1 æ�è

x1

x1 x1 x1

x1

x1

x0

x0 x0

x0

é

Tprob ê

A ë det :
x1

ZumSchlussdannnochdasAufsplittendesStartzustandes.ì<í

x0 î

q0 ïÈð

ñ<ò

x0 ó

q1 ôÈõ

ö<÷

x1 ø

q0 ùÈú

û<ü

x1 ý

q1 þÈÿ

���

x0 �

q0 ���

�

x0 �

q1 ���

���

x1 	

q0 
�	

�

x1 	

q1 
��

x1

x1 x1 x1

x1

x0

x0 x0
�

Tprob 


A � sdet :
x1

Wir werdenuns jetzt überlegen,welcherZusammenhangzwischendenLäufen
vonTprob � A, bzw. � Tprob � A 
 sdet unddenLäufenvonM besteht.

� SeiY �
�o� x0 � q0 
O�M� x1 � q1 
"�

����� einLauf in Tprob � A. Dannnennenwir x0 � x1 �

�����

den(eindeutigen)zuY � korrespondierenden(echten)Lauf in T .

40



� SeiY �«� �@� x0 � Q0 
"�•� x1 � Q1 
"�

����� einLauf in � Tprob � A 
 sdet . Dannnennenwir
x0 � x1 �

����� den(eindeutigen)zuY �«� korrespondierenden(echten)Lauf in T .

SeinunY � x0 � x1 � x2 �

����� einLauf in Tprob.

� Sei � x0 � q0 
 einZustandvonTprob � A. Danngibt esin Tprob � A mindestens
einenin � x0 � q0 
 beginnendenLaufY � , sodaßY korrespondierenderLauf zu
Y �

ist (sieheDe�nition vonTprob � A undbemerke,daßA in jedemZustand
für jedenBuchstabenx � X mindestenseinenÜbergangbesitzt).

� Sei � x0 � Q0 
 einZustandvon � Tprob � A 
 sdet . Danngibt esin � Tprob � A 
 sdet
genaueinenin � x0 � Q0 
 beginnendenLauf Y �«� , sodaßY korrespondierender
Lauf zu Y �«� ist (sieheDe�nition von � Tprob � A 
 sdet und bemerke, daßA
in jedemZustandfür jedenBuchstabenx � X mindestenseinenÜbergang
besitzt).

Bemerkung 5. SeiY
�«�

�

$

� x0 � q0 
O%C�•� x1 � Q1 
O�

����� ein Lauf in � Tprob � A 
 sdet (be-
merke, daßder Startzustandeinelementigist). Seieni � IN und � xi � qi 
L� � xi � Qi 


beliebig.Danngibt es � x j � q j 
 � � x j � Q j 
 für j � 1 � 2 �

�����

� i � 1, so daßesim zu-
grundeliegendenGraphenvon Tprob � A denWeg � x0 � q0 
 � x1 � q1 


�����

� xi � qi 
 gibt,
genauergilt � xk � qk 
q� r ��� xk � 1 � qk � 1 
"� xk 
"� k � 1 � 2 �

�����

� i. Dies ist offensichtlich,
daderStartzustandvonY �«� einelementigist undsomitinduktiv alleElementevon

� xk � Qk 
 im zugrundeliegendenGraphenvon Tprob � A durcheinensolchenWeg
von � x0 � q0 
 erreichtwerdenkönnen.

Wie wir bereitserwähnthaben,betrachtenwir Tprob � A als nichtdeterministi-
schenw-Automatenmit Übergangsfunktionr . Nunwerdenwir nochgeeignetdie
AkzeptanzbedingungvonA hinzufügen,sodaßTprob � A zumBuechi-Automaten
wird. Als MengederAkzeptanzzuständewählenwir X � F, wobeiF die Menge
derAkzeptanzzuständevonA ist.Wir erhaltenalsoeinenNBA bestehendausdem
Tupel � Tprob � A 
 NBA �@��� X � Q
"� X � r � X

�0 � X � F 
�
 , wobeiX
�0 wie in De�nition

2.2.1,Seite32 de�niert ist. Esgilt nun:

Lemma2.1. SeiY � x0 � x1 � x2 �

����� einechterLaufvonT . Danngilt: x0 � x1 � x2 �

�����

�

Lw � A 
SV 6 akzeptierendenLaufY � in � Tprob � A 
 NBA, sodaßY korrespondie-
renderLauf zuY � ist.
Beweis:
“ ��j ”: Y � Lw � A 
 , esgibt alsoeinenakzeptierendenLauf q

� 1 � q0 � q1 �

����� von
A mit qi � d � qi � 1 � xi 
 ? i � 0 � 1 � 2 �

����� DaY akzeptierendist in A, gibt eseinen
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AkzeptanzzustandqF � F der unendlichoft in Y vorkommt, es gibt also Indi-
zesi1

•

i2
•

i3
•

����� mit qik � qF ? k � IN. Nun ist Y �D�U� x0 � q0 
"�•� x1 � q1 
"�

�����

ein Lauf in � Tprob � A 
 NBA zu demY korrespondiert.Wir müssenalsonur noch
zeigen,daßY

�
von � Tprob � A 
 NBA akzeptiertwird. Es gilt für alle k � IN, daß

� xik � qik 
 � � xik � qF 
m� X � F. Da X � F eine endlicheMenge ist (beideKom-
ponentensind endlich), folgt nun, daß mindestensein Elementvon X � F in

��� xik � qF 
"� k � IN 
 unendlichoft vorkommt,undY � wird von � Tprob � A 
 NBA ak-
zeptiert.
“

y

� ”: seiY � �g� x0 � q0 
O�M� x1 � q1 
"�

����� akzeptierenderLauf in � Tprob � A 
 NBA. Es
gibt alsoeinenZustand� xF � qF 
 ausX � F derunendlichoft in Y � vorkommt.Sei
Y derzuY � korrespondierendeLauf in A, alsoY � x0 � x1 �

����� . Da � x0 � q0 
 ein An-
fangszustandvon � Tprob � A 
 NBA ist, gibt eseinenAnfangszustandq

� 1 vonA mit
q0 � d � q

� 1 � x0 
 . Weiterhingilt qi � d � qi � 1 � xi 
¦? i � IN.9 Esist alsoq
� 1 � q0 � q1 �

�����

ein Lauf für Y in A. Es bleibt alsonochzu zeigen,daßq
� 1 � q0 � q1 �

����� akzeptie-
rendist in A. Da jedoch � xF � qF 
#� X � F unendlichoft in Y � vorkommt,kommt
offensichtlichqF � F unendlichoft in Y vor. Somit ist die Behauptunggezeigt.

Wir zerlegennunY W X A folgendermassen:seiY �

W X A dieMenge

Y �

W X A �

$

Y � x0 � x1 �

�����

� Y W X A
-

Y echterLauf in T %

�

10

Also gilt
Y W X A � Y �

W X A a Rest �

wobeiRest eineTeilmengedernichtechtenLäufevonTprob undsomiteineNull-
mengeim FolgenraumvonT ist. Wir erhaltenalso

µ � Y W X A 
¨� µ � Y �

W X A 


� (2.1)

DaesaufgrunddesebenobengezeigtenLemmaeine“genaudann,wenn“ Bezie-
hungzwischendenLäufenin Y �

W X A unddenakzeptierendenLäufenvon � Tprob �

A 
 NBA gibt, liegt esnahe,denWert µ � Y �

W X A 
 mittels denakzeptierendenLäufen
von � Tprob � A 
 NBA zu bestimmen.Dafür gehenwir jetzt folgendermassenvor.
Wir de�nierenfür jedenAkzeptanzzustand� xF � qF 
�� X � F die Menge

L ��� xF � qF 
�
 h Lw ��� Tprob � A 
 NBA 


9Bemerke,daßY echterLauf in T ist .
10bemerketrace‚ Y

ƒC„

Y
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derWörterausXw, für dieeseinenLauf in � Tprob � A 
 NBA gibt, derunendlichoft
� xF � qF 
 durchläuft,
L ��� xF � qF 
�
!�

$

Y � Xw -

6 Lauf a0 � a1 �

����� für Y in � Tprob � A 
 NBA
mit ai �	� xF � qF 
 für unendlichviele i %

�

Nun kannnatürlichsein,daßfür ein � xF � qF 
\� X � F die MengeL ��� xF � qF 
�
 in
Tprob die Wahrscheinlichkeit 0 besitzt,daßalso

µ � L ��� xF � qF 
�
�
�� 0 �

SolcheTeilmengenvonLw ��� Tprob � A 
 NBA 
 tragenoffensichtlichnichtszumWert
vonµ � Lw ��� Tprob � A 
 NBA 
�
 bei.Wir werdennundieAkzeptanzzustände� xF � qF 


von � Tprob � A 
 NBA charakterisieren,für die die SpracheL ��� xF � qF 
�
 positives
µ-Maßhat.

De�nition 2.2.4. [PeriodischeZustände]
Ein Zustand � x � q
 von � Tprob � A 
 NBA heißt periodisch, falls der zugrundelie-
gendeGraphvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 eineergodischeMengeC mit folgender
Eigenschaftenthält: 6 R � C

-

� x � q
A� R.
FüreinenperiodischenZustand� x � q
 seig

b x — qc

� X • einendlichesWort überX, so
daß � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 durchEingabevong

b x — qc

von
$

� x � q
O% zueinemZustand
in C übergeht.

Bemerke, daßesi. Allg. eineunendlicheAnzahlanWörternausX • gibt, die
die Anforderungenang

b x — qc

erfüllen.g
b x — qc

seiein beliebigessolchesfestesWort.
Bemerke ausserdem,daßfür g

b x — qc

� x0 � x1 �

�����

� xn die � xi � 1 � xi 
 Transitionenin
Tprob sind,also � xi � 1 � xi 
A� T � i � 1 � 2 �

�����

� n.
Bevor wir nun fortfahren,wollen wir nocherklären,wie manfür gegebenes

� x � q
�� X � Q denzugrundeliegendenGraphenvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 alsMar-
kov Ketteinterpretierenkann.DazufolgendeDe�nition:

De�nition 2.2.5. [Die Mark ov KetteM �

b x — qc

]
Sei � x � q
+� X � Q. Sei G � � V � E 
 der zugrundeliegendeGraphvon � Tprob �

A 
 det ��� x � q
�
 . Dannde�nierenwir M �

b x — qc

als

M �

b x — qc

� � V � E � p̃ � p̃0 
O�

wobei

� p̃ ��� x � R
O�M� x�
� R�


�
!� pxx
ª

für ��� x � R
"�M� x�
� R�


�
A� E.
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� p̃0 �

$

� x � q
O%[
!� 1 �

Dannist M �

b x — qc

eineendlicheMarkov Kette.
Wir bezeichnenmit µ�

b x — qc

dasWahrscheinlichkeitsmaßdesFolgenraumsvon
M �

b x — qc

.

De�nition 2.2.6. [DasEreignisWdh1]
Seienxwdh � X und qwdh � Q. Wdh1 sei dasEreignis,daßein in xwdh begin-
nenderLauf Y von Tprob zu einemLauf Y

�
von Tprob � A korrespondiert,der in

� xwdh � qwdh 
 beginntund � xwdh � qwdh 
 unendlichoft durchläuft.

Lemma 2.2. Sei � x � q
 periodisch und g
b x — qc

� x̃1 � x̃2 �

�����

� x̃n dasmit � x � q
 asso-
zierteWort ausX • . DasSystemTprob startein x. Dannist die Wahrscheinlichkeit
für dasEreignisWdh1 mit xwdh � x undqwdh � q unterderBedingung, daßTprob
zuerstdieTransitionenin g

b x — qc

durchläuft,gleich 1.
Beweis: Seip � g

b x — qc


 dieWahrscheinlichkeit,daßeinin x beginnenderLauf von
Tprob dasWort g

b x — qc

alsPrä�x hat,also

p � g
b x — qc


N�

pg� x � q�

p0 � x


� pxx̃1 ; px̃1x̃2 ;

�����

; px̃n K 1x̃n �

11

Da,wie obenschonerwähnt,die � x̃i � 1 � x̃i 
#� T für i � 1 � 2 �

�����

� n (mit x̃0 � x
 , gilt

p � g
b x — qc




� 0 �

Wir werdenjetzt zeigen,daßmanmit Wahrscheinlichkeit 1 für jedenLauf Y von
Tprob, derdasWort xg

b x — qc

alsPrä�x hat,einenLaufY � vonTprob � A konstruieren
kann,sodaßY derzuY � korrespondierendeLauf ist undY � in � x � q
 beginnt und

� x � q
 unendlichoft durchläuft.Dazu zeigenwir, daßman mit Wahrscheinlich-
keit 1 denLaufY folgendermassenunterteilenkann:Y � xt1xt2xt3 ����� , wobeijedes
ti � i � IN dasWort g

b x — qc

alsPrä�x besitzt.Zusätzlichwird eseinenzuY korrespon-
dierendenLauf Y ��� y0 � y1 � y2 �

����� von Tprob � A geben,der in � x � q
 beginnt und
sichamEndejedesSegmentsim Zustand� x � q
 be�ndet, d. h. yk �g� x � q
 ? k �

å i
j X 1 �

-

t j
-

w
1
"� i � 0 � 1 � 2 �

����� . Damit ist danndieAussagedesLemmasgezeigt.
SeialsonunY � X0 � X1 � X2 �

����� ein Lauf von M (alsoauchvon Tprob
 , derdas
Wort xg

b x — qc

alsPrä�x hat.Die erwähnteUnterteilungwird schrittweisegeschehen
und wir werdenTeilresultatemittels vollständigerInduktion zeigen.Sei dividei
dasEreignis,daßmanY in xt1xt2x ����� xtixResti unterteilenkann,mit Resti hatdas

11sieheBemerkung4, seite18
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Wort g
b x — qc

als Prä�x, und tk hat dasWort g
b x — qc

als Prä�x, k � 1 � 2 �

�����

� i, und es
gibt endlichenin � x � q
 beginnendenLauf y0 � y1 �

�����

� ym � m � å i
j X 1 �

-

t j
-

w
1
 von

Tprob � A, dermit demPrä�x X0 � X1 �

�����

� Xm vonY korrespondiertundfür dengilt:
yk �	� x � q
•? k � å l

j X 1 �

-

t j
-

w
1
"� l � 0 � 1 � 2 �

�����

� i.
Behauptung 1 : Die Wahrscheinlichkeit für dasEreignisdividei für beliebiges
i � IN ist gleich1.
Bew.: mittelsvollständigerInduktionüberi

� Induktionsanfang: i = 0.
Hier gibt es nichts zu zeigen,da Y dasWort xg

b x — qc

als Prä�x hat. Also
genügtdie UnterteilungY � xRest0 (bemerke, daßX0 � x und Rest0 be-
ginnt mit g

b x — qc

). Ausserdemist y0 �U� x � q
 der gewünschteendlicheLauf
vonTprob � A.

� Induktionsschritt: esgeltedividei mit Wahrscheinlichkeit 1
D. h. mit Wahrscheinlichkeit 1 habenwir Y � xt1xt2x ����� xtixResti mit Resti
hat dasWort g

b x — qc

als Prä�x, und tk hat dasWort g
b x — qc

als Prä�x, k �

1 � 2 �

�����

� i, undesgibtendlichenin � x � q
 beginnendenLaufy0 � y1 �

�����

� ym � m �

å i
j X 1 �

-

t j
-

w 1
 vonTprob � A, dermit demPrä�x X0 � X1 �

�����

� Xm vonY korre-
spondiertundfür dengilt: yk ��� x � q
@? k � å l

j X 1 �

-

t j
-

w
1
"� l � 0 � 1 � 2 �

�����

� i.

Wir betrachtenjetzt denLauf �Y � Xm � Xm> 1 �

�����

� xResti vonM. Dannhat
�Y dasWort xg

b x — qc

alsPrä�x. EsseiY
�¬�

� Ym � Ym> 1 �

����� derkorrespondierende
in

$

� x � q
O% beginnendeLauf in M �

b x — qc

(bemerke, daßY �«� eindeutigist). Sei
d � m � IN nunminimal,sodaßgilt:

– � x � q
A� Yd

– Xd > 1 ����� Xd > n � g
b x — qc

Behauptung2 : d ist mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich.
Bew.: Da � x � q
 periodischist gibt eseineergodischeMengeC von � Tprob �

A 
 det ��� x � q
�
 die einenZustandy enthält,mit � x � q
B� y. Nun sind die zu-
grundeliegendenGraphenvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 und M �

b x — qc

aberdie
gleichen.Also istC auchergodischeMengevonM �

b x — qc

. Ausserdemist g
b x — qc

geradeso gewählt, daß ein Lauf für das Eingabewort g
b x — qc

in � Tprob �

A 
 det ��� x � q
�
 in C endet.Da �Y dasWort xg
b x — qc

als Prä�x hat und korre-
spondierenderLauf zuY �«� ist, folgt somitauch,daßYm � C gilt. Wir wissen,
daßY �«� mit Wahrscheinlichkeit 1 jedenZustandvonC unendlichoft durch-
laufenwird (sieheAbschnitt1.3.2,Seite21).Also wird auchderZustandy
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mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlichoft vonY �«� durchlaufen.SeialsoYk � y
für eink � IN. Day �	� x � R
 für einR h Q, folgt Xk � x. Somiterhaltenwir
(bemerke,daßg

b x — qc

� x̃1 � x̃2 �

�����

� x̃n vorausgesetztwar):

µ�

b x — qc

� Yk> 1 �	� x̃1 � R1 
"�

�����

� Yk> n ��� x̃n � Rn 


-

Yk �	� x � R
�� y


�

12µ � Xk> 1 � x̃1 �

�����

� Xk> n � x̃n
-

Xk � x
t�

13 µ � X1 � x̃1 �

�����

� Xn � x̃n
-

X0 � x


� p � g
b x — qc




� 0

Falls alsoY �«� in Schrittk denZustandy erreichthat,so ist die Wahrschein-
lichkeit,daßY �«� in denSchrittenk w 1 �

�����

� ndieZustände� x̃1 � R1 
"�

�����

�M� x̃n � Rn 


erreicht,echtgrößerals 0. Da Y �«� abermit Wahrscheinlichkeit 1 denZu-
standy unendlichoft durchläuft,ist dieWahrscheinlichkeit,daßdieSequenz
Yk � y� Yk> 1 �	� x̃1 � R1 
"�

�����

� Yk> n �	� x̃n � Rn 
 für beliebigesk � IN nicht in Y �¬�

vorkommt,gleich0. Somitgibt esmit Wahrscheinlichkeit 1 ein d � IN mit
Yd � y� Yd > 1 ��� x̃1 � R1 
"�

�����

� Yd > n �	� x̃n � Rn 
 , alsoauch

– � x � q
�� Yd

– Xd > 1 ����� Xd > n � g
b x — qc

Damit ist dieBehauptung2 gezeigt.

Wir könnennun dennächstenSchritt der Unterteilungvon Y vornehmen.
Seiti > 1 � Xm> 1 �

�����

� Xd � 1. Dannhatti > 1 wie gewünschtdasWort g
b x — qc

als
Prä�x. ZudemhatderRestvonY, alsoXd � Xd > 1 �

����� , wiederdasWort xg
b x — qc

als Prä�x. Somit gilt für dir UnterteilungY � xt1xt2x ����� xtixti > 1xResti > 1,
daßResti > 1 dasWort g

b x — qc

als Prä�x hat.Wir könnennun auchdenend-
lichenLauf y0 � y1 �

�����

� ym wie gefordertverlängern.NachKonstruktiongilt
Ym � Ym> 1 �

�����

� Yd ist Prä�x einesLaufesvon M
�

b x — qc

, so auchvon � Tprob �

A 
 det ��� x � q
�
 , mit Ym �

$

� x � q
O% und � x � q
q� Yd. Somitgilt mit Bemerkung
5, Seite41, daßes in Tprob � A einen in � x � q
 beginnendenLauf �Y �

�

am � am> 1 �

�����

� ad � ad > 1 � ad > 2 �

����� gibt, sodaßad �g� x � q
 unddie ersteKom-
ponentevon ai gleich der erstenKomponentevon Yi ist, für i � m� m

w

1 �

�����

� d. Da nun �Y zu Y �«� korrespondiertgilt diesauchfür die Sequenzen
Xm � Xm> 1 �

�����

� Xd undam � am> 1 �

�����

� ad. Somitseialsoam> 1 �

�����

� ad dernäch-
steTeil vonY

�
, also

ym> 1 � am> 1 � ym> 2 � am> 2 �

�����������

� yd � ad �

12beachtedie KonstruktionvonM � � x ‰ q�

unddieEindeutigkeit vonY � � (bzgl.Y)
13wegenderMarkov Eigenschaft
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Setzenwir Ereignisdividei voraus,sogilt Ereignisdividei > 1 alsomit Wahr-
scheinlichkeit 1. Da nun aberschondasEreignisdividei mit Wahrschein-
lichkeit 1 gilt, könnenwir induktiv folgern,daßauchdasEreignisdividei > 1
mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt. Somitist Behauptung1 alsogezeigt.

Nungilt aberauch14, daßdieWahrscheinlichkeit für dasEreignis �

i X 0 — 1 —������

dividei

gleich1 ist. Dasbedeutetabernichtsanderes,alsdaßwir mit Wahrscheinlichkeit
1 einenLauf Y mit Prä�x xg

b x — qc

in unendlichviele SegmentedergefordertenArt
unterteilenkönnenundeinenzuY korrespondierendenLaufY � vonTprob � A an-
gebenkönnen,sodaßY � denZustand� x � q
 unendlichoft durchläuft.Damit ist die
AussagedesLemmasgezeigt.

Bevor wir nunzueinemzusammenfassendenResultatkommenkönnen,benö-
tigenwir nochein weiteresLemma,dasAussagenüberdasAkzeptanzverhalten
nichtperiodischerZuständemacht.Dazude�nierenwir unszuersteinneuesWie-
derholungsereignisundzeigendannein solchesLemma.

De�nition 2.2.7. [DasEreignisWdh2]
Seienxwdh � xstart � X undqwdh � qstart � Q. Wdh2 seidasEreignis,daßein in xstart
beginnenderLaufY vonTprob zueinemLaufY

�
vonTprob � A korrespondiert,der

in � xstart � qstart 
 beginntund � xwdh � qwdh 
 unendlichoft durchläuft.

Lemma 2.3. Sei � x � q
 nicht periodisch. Danngilt für beliebiges � xstart � qstart 
L�

X � Q, daßdasEreignisWdh2 mit xwdh � x undqwdh � q mit Wahrscheinlichkeit
0 eintritt.
Beweis:

�

� xstart � qstart 
E��� xwdh � qwdh 
N��� x � q


SeiY � X0 � X1 � X2 �

����� ein Lauf in M (alsoauchTprob 
 mit X0 � x. Es sei
Y �«�J� Y0 � Y1 � Y2 �

����� der eindeutigezu Y korrespondierendein
$

� x � q
O% be-
ginnendeLauf in M �

b x — qc

. Da � x � q
 nicht periodischist, gilt für alle ergo-
dischenMengenvon M �

b x — qc

, daßdiesekeinenZustandenthalten,der � x � q


enthält.Nun gilt abermit Wahrscheinlichkeit 1, daßY �«� in einer ergodi-
schenMengevon M �

b x — qc

endet(undsomit darinverbleibt)15. Also gilt mit
Wahrscheinlichkeit 1, daßesnur endlichviele Indizesi1 � i2 �

�����

� ik gibt, mit

14zurErklärungsiehe[Bau78]
15sieheAbschnitt1.3.2,Seite21
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� x � q
#� Yi j . SeinunY �C��� Y0 ��� Y1 ��� Y2 �

����� ein zuY korrespondierenderLauf in
Tprob � A mit �Y0 ��� x � q
 . Danngilt aufgrundderPotenzmengenkonstrukti-
on,daß

�

Yi � Yi � i � 0 � 1 � 2 �

����� . Fallsalso
�

Yj ��� x � q
 dannfolgt daraus,daß
j �

$

i1 � i2 �

�����

� ik % . Somitgibt esmit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlichviele
Indizesmit �Yi ��� x � q
 . DasEreignisWdh2 tritt alsomit Wahrscheinlichkeit
0 ein.

�

� xstart � qstart 
B5 �	� xwdh � qwdh 
��	� x � q


Sei Wdh i
2 dasEreignis,daßein in xstart beginnenderLauf Y von Tprob zu

einemLauf Y � � y0 � y1 � y2 �

����� vonTprob � A korrespondiert,mit Y � beginnt
in � xstart � qstart 
 , durchläuft � xwdh � qwdh 
 unendlichoft undesgilt :

– yi ��� xwdh � qwdh 


– y j 5��� xwdh � qwdh 
"� j
•

i.

Danngilt

$

Y
-

Y erfüllt Wdh2 % �•a i F IN
$

Y
-

Y erfüllt Wdh i
2 %

�

Nun ist aber ? i � IN die Wahrscheinlichkeit für dasEreignisWdh i
2 gleich

0.b

•

c Da auf derrechtenSeitederobigenGleichungeineabzählbareVerei-
nigungsteht,folgt, daßEreignisWdh2 mit Wahrscheinlichkeit 0 eintritt.

Zu b

•

c : Seii � IN. SeiA i �

$

Y
-

Y erfüllt Wdh i
2 % . Sei

B �

$

Y
-

Y erfüllt Wdh2 mit � xstart � qstart 
E��� xwdh � qwdh 
E��� x � q
O%

�

Dannwissenwir, daßB Mass0 hat.

Esgilt
A i h a x0 —������ — xi K 1 F XD� x0 �

�����

� xi � 1 
 B �

AufgrundderMarkov Eigenschaftgilt

µ � D� x0 �

�����

� xi � 1 
 B 
¨� µ � D� x0 �

�����

� xi � 1 
�
J; µ � B 
!� 0 �

Also folgt µ � A i 
¨� 0.
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Wir habennunallesbeisammen,umdengewünschtenWert

µ � Y W X A 


zubestimmen.Ähnlich wie dieMarkov KetteM
�

b x — qc

de�nierenwir jetztbasierend
aufdemzugrundeliegendenGraphenvon � Tprob � A 
 sdet eineMarkovkette.

De�nition 2.2.8. [Die Mark ov KetteM �sdet ]
SeiG �T� Q�«� � E 
 derzugrundeliegendeGraphvon � Tprob � A 
 sdet . SeiQ�«�0 dieMen-
gederStartzuständevon � Tprob � A 
 sdet . Dannde�nierenwir M

�sdet als

M �sdet � � Q�«�

� E � p̃ � p̃0 
O�

wobei
� p̃ ��� x � R
O�M� x� � R� 
�
!� pxx

ª

für ��� x � R
"�M� x� � R� 
�
A� E.

� p̃0 ��� x � R
�
!� p0 � x
"� � x � R
�� Q�¬�0 �

Dannist M �sdet eineendlicheMarkov Kette.Wir bezeichnenmit µ�sdet dasWahr-
scheinlichkeitsmaßdesFolgenraumsvonM �sdet .

Als nächstesmachenwir eineAussageüberdenZusammenhangder Wahr-
scheinlichkeitsräumevon M undM �sdet .

De�nition 2.2.9. [Die Projektion p]
Seip folgendeAbbildungzwischendenLäufenvonM �sdet unddenLäufenvonM.

p : � Q�«�




w
�


 Xw

� x0 � R0 
O�M� x1 � R1 
"�M� x2 � R2 
"�

�������

�


 x0 � x1 � x2 �

�����

FüreineMengeA hŒ� Q�«��


w de�nierenwir

p � A
!�

$

p � Y 


-

Y � A %

�

Bemerke, daßwir p auchauf endlicheWörter überQ�«� anwendenwerden.Wir
meinendanndie offensichtlicheAbbildungp : a k F IN � Q�«��


k

 a k F INXk.

Dannist p meßbar, da

p � 1
� D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
!� �

b x0 — R0 c†—������ —¬b xn — Rn c†F Q
ª ª

D�

��� x0 � R0 
"�•� x1 � R1 
"�

�����

�M� xn � Rn 
�


�

16

16Wobeimit D�©‚z…

ƒ

dieBasiszylindervonM �sdet gemeintsind.
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Lemma 2.4. SeiY meßbarin M. Danngilt

µ � Y 
¨� µ�sdet � p � 1
� Y 
�


�

Beweis: Seiµ̃ dasBildmaßvonµ
�sdet unterp, d. h.

µ̃ � Y 
!� µ�sdet � p � 1
� Y 
�
 für alleY meßbarin M �

Dannist µ̃ einWahrscheinlichkeitsmaßaufders-AlgebraDdesFolgenraumsvon
M, und µ̃ stimmt mit µ auf denBasiszylindernvon M überein.Da aufgrundder
SchnittstabilitätderBasiszylinderdieFortsetzungvonµ aufD eindeutigist, folgt

µ̃ � µ �

wasdieBehauptungdesLemmasist.

Wir könnenalsonun die Markov KetteM
�sdet benutzen,um die gewünschte

Wahrscheinlichkeit µ � Y W X A 
 zu berechnen.Dazuunterteilenwir nochdie ergodi-
schenMengenvonM

�sdet in zweiKlassenein.

De�nition 2.2.10. [AkzeptierendeergodischeMengen]
Wir nenneneineergodischeMengeC von M

�sdet akzeptierend, falls C einenZu-
standenthält,dereinenperiodischenZustandvonTprob � A enthält,dessenzweite
KomponenteeinAkzeptanzzustandvonA ist. Also C ist akzeptierend,falls gilt:

6�� x � qF 
 periodischund � x � R
A� C mit � x � qF 
�� � x � R


)

qF � F �

Ansonstennennenwir C nicht akzeptierend.

Satz2.2.
µ � Y W X A 


ist gleich der Wahrscheinlichkeit, daßein Lauf vonM �sdet in einerakzeptierenden
ergodischenMengevonM �sdet endet.
Beweis: SeiFair dieMengeallerLäufein M �sdet , diein einerergodischenMenge
von M

�sdet endenundjedenZustanddieserMengeunendlichoft durchlaufen.Wir
wissenausAbschnitt1.3.2,Seite21,daßµ

�sdet � Fair 
�� 1.
SeiFairakz h Fair die MengederLäufe in Fair, die in einerakzeptierenden

ergodischenMengevonM �sdet enden.
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SeiFair ` akz h Fair die MengederLäufein Fair, die in einernicht akzeptie-
rendenergodischenMengevon M �sdet enden.Danngilt

µ � Y W X A 


�

17 µ � Y �

W X A 


� µ
�sdet � p � 1

� Y
�

W X A 
�


� µ
�sdet � p � 1

� Y �

W X A 


e

Fair 


�

18 µ�sdet ��� p � 1
� Y �

W X A 


e

Fairakz
 ¥¦� p � 1
� Y �

W X A 


e

Fair ` akz
�


� µ�sdet � p � 1
� Y �

W X A 


e

Fairakz
 w µ�sdet � p � 1
� Y �

W X A 


e

Fair ` akz 


Wir zeigennun,daß

µ�sdet � p � 1
� Y �

W X A 


e

Fairakz
!� µ�sdet � Fairakz


und
µ�sdet � p � 1

� Y �

W X A 


e

Fair ` akz
¨� 0 �

Danngilt also
µ � Y W X A 
¨� µ�sdet � Fairakz
O�

wasdie AussagedesLemmasbeweist.19

� Z. z. µ�sdet � p � 1
� Y �

W X A 


e

Fairakz
¨� µ�sdet � Fairakz
 .
Z. z. ist also,daßfür einY

�«�
� Fairakz gilt, daßp � Y

�«�

 mit Wahrscheinlich-

keit 1 von A akzeptiertwird. Bemerke, daßp � Y �«�

 ein echterLauf von M

ist (sieheKonstruktionvon � Tprob � A 
 sdet ). Somitwird alsoaufgrunddes
Lemmas2.1,Seite41, p � Y �«��
 genaudannvon A akzeptiert,wenneseinen
akzeptierendenLauf in � Tprob � A 
 NBA gibt, derzup � Y �«�


 korrespondiert.

Esgenügtsomitzu zeigen,daßfür einY �«�
� Fairakz gilt, daßesmit Wahr-

scheinlichkeit 1 einenzup � Y �«�

 korrespondierendenakzeptierendenLauf in

� Tprob � A 
 NBA gibt.

17sieheGleichung2.1,Seite42
18diesist einedisjunkteVereinigung
19Bemerke,daßdieLäufevonM �sdet , die in einerakzeptierendenergodischenMengevonM �sdet

enden,abernicht jedenZustanddieserergodischenMengeunendlichoft durchlaufen,eineNull-
mengbezüglichµ�sdet darstellen.
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SeiY �«��� X0 � X1 � X2 �

����� ein Lauf in Fairakz. SeiC eineakzeptierendeergo-
discheMengevonM �sdet undk � IN so,daß

Xj � C ��? j 7 k

gilt. Da C akzeptierendist, gibt es � xF � qF 
 periodischund einenZustand
y � C mit

� xF � qF 
A� y�

Seig
b xF — qF c

dasmit � xF � qF 
 assozierteendlicheWort überX ausDe�nition
2.2.4,Seite43.Danunmit Wahrscheinlichkeit 1 gilt, daßY �«� jedenZustand
vonC unendlichoft durchläuft(sieheAbschnitt1.3.2,Seite21) kannman
wie im Beweis von Lemma2.2, Seite44, zeigen,daßesmit Wahrschein-
lichkeit 1 ein d � IN gibt, sodaßgilt:

Xd � y� p � Xd > 1 ;�;�; Xd >

W g� xF � qF �

W

�� g

b xF — qF c

�

Nun gilt mit Lemma2.2, Seite44, daßp � Xd � Xd > 1 � Xd > 2 �

�����


 mit Wahr-
scheinlichkeit 1 zueinemLaufY �

�f� xd � qd 
"�M� xd > 1 � qd > 1 
"�

����� vonTprob � A
korrespondiert,mit Y � beginnt in � xF � qF 
 unddurchläuft � xF � qF 
 unendlich
oft. Wir habenalso,daßmit Wahrscheinlichkeit 1 gilt:

– Xd � y �	� xF � R
 und

– p � Xd 
"� p � Xd > 1 
"� p � Xd > 2 
"�

����� korrespondiertzueinemLauf
Y

�
�T� xd � qd 
"�M� xd > 1 � qd > 1 
"�

����� vonTprob � A, mit Y
�
beginntin � xF � qF 


unddurchläuft � xF � qF 
 unendlichoft.

FallsaberdiebeidenEigenschaftengegebensind,folgt leicht,daßp � Y �«�

��

p � X0 � X1 �

�����


 zueinemakzeptierendenLauf von � Tprob � A 
 NBA korrespon-
diert,wasdasLemmabeweist.

Hierzumüssenwir nurnochzeigen,daßdasAnfangsstückp � X0 � X1 �

�����

� Xd 


zu einemendlich Lauf von � Tprob � A 
 NBA korrespondiert,der in einem
Anfangszustandvon � Tprob � A 
 NBA beginntundim Zustand� xF � qF 
 endet.
Diesfolgt induktiv (vgl. Bemerkung5, Seite41)wie folgt:

esgilt � xF � qF 
�� Xd
j 6¨� xd � 1 � qd � 1 
A� Xd � 1 mit � xF � qF 
�� r ��� xd � 1 � qd � 1 
"� xF 


20

j 6¨� xd � 2 � qd � 2 
A� Xd � 2 mit � xd � 1 � qd � 1 
�� r ��� xd � 2 � qd � 2 
O� xd � 1 


20r wardieÜbergangsfunktionvon ‚ Tprob  

A
ƒ NBA.
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...
j 6!� x0 � q0 
�� X0 mit � x1 � q1 
�� r ��� x0 � q0 
"� x1 


Da alle Elementevon X0 Startzuständevon � Tprob � A 
 sind21, leistetdie
Sequenz� x0 � q0 
"�M� x1 � q1 
"�

�����

�M� xd � 1 � qd � 1 
"�•� xF � qF 
 dasgewünschte.

� Z. z. µ�sdet � p � 1
� Y �

W X A 


e

Fair ` akz
!� 0 �

Z. z. ist also,daßfür einY
�«� � Fair ` akz gilt, daßp � Y �¬� 
 mit Wahrscheinlich-

keit 0 von A akzeptiertwird. Bemerke, daßp � Y �«��
 ein echterLauf von M
ist (sieheKonstruktionvon � Tprob � A 
 sdet ). Somitwird alsoaufgrunddes
Lemmas2.1,Seite41, p � Y �«� 
 genaudannvon A akzeptiert,wenneseinen
akzeptierendenLauf in � Tprob � A 
 NBA gibt, derzup � Y �«� 
 korrespondiert.

Esgenügtsomitzuzeigen,daßfür einY �¬� � Fair ` akz gilt, daßesmit Wahr-
scheinlichkeit 0 einenzup � Y �«� 
 korrespondierendenakzeptierendenLauf in

� Tprob � A 
 NBA gibt.

Diesfolgt sofortausLemma2.3,Seite47.Angenommen,

Y �«�

��� x0 � R0 
"�M� x1 � R1 
"�•� x2 � R2 
"�

�����

ist ein Lauf in Fair ` akz. Dann gilt, daßY �«� in einer nicht akzeptierenden
ergodischenMengeC endet.Esgibt alsoeinenIndex k � IN, mit

� x j � Rj 
�� C � j 7 k �

Wir wissen,daßfür jedenzup � Y �«��
J� x0 � x1 � x2 �

����� korrespondierendenLauf
y0 � y1 � y2 �

����� von � Tprob � A 
 NBA aufgrundder Konstruktionvon � Tprob �

A 
 NBA und � Tprob � A 
 sdet gilt, daß

yi �=� xi � Ri 
"� i 7 0 �

Fall esnununendlicheviele Indizesi1 � i2 �

����� gibt, mit

yi1 � yi2 � yi3 �

�����

�

sogibt eseinenIndex i l
� k, alsogilt

yi1 � yi l � � xl � Rl 
�� C �

21sieheDe�nition 2.2.8von ‚ Tprob  

A
ƒ sdet , Seite49 unddie De�nition 2.1.2derPotenzmen-

genkonstruktion,Seite29
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DaC nicht akzeptierendist, folgt, daßyi1 nicht periodischist. Somit folgt
mit Lemma2.3,Seite47(mit � xstart � qstart 
 beliebigund � xwdh � qwdh 
G� yi1 
 ,
daßdie Wahrscheinlichkeit für einensolchenzu p � Y

�«� 
s� x0 � x1 � x2 �

����� kor-
respondierendenLauf y0 � y1 � y2 �

����� von � Tprob � A 
 NBA gleich0 ist.Diesgilt
insbesonderefür yi1 � Q � F.

Mit Satz2.2 habenwir nun dasrichtige Werkzeug,um den Wert µ � Y W X A 


algorithmischberechnenzukönnen.Wir gebenfolgendenAlgorithmusan:

Algorithmus 1 Grundideeeinesquantitativen probabilistischenModelchecking
Algorithmusmit Buechi-Automaten

� Eingabe : gegeben sei ein ProbabilistischesProgramm T �prob �

� M � AP� L
� 
 undeineLTL-Formelj überAP

� Ausgabe: ausgegebenwird derWertµ � Y W X j 


1. ErstelleNBA A
�

�	� Q
�

� AP� d
�

� Q0 � F 
 mit Lw � A
�


�� Lw � j 
 .

2. VerändereA � und T �prob gemäßden Bemerkungenund Vereinfachun-
genvon Seite36. Sei A � � Q � X � d �

$

q0 %C� F 
 der so ausA
�

enstandene
NBA und Tprob ��� M � X � L 
 dasausT

�prob enstandeneProbabilistische
Programm.

3. KonstruieredenAutomatenTprob � A.

4. Berechnedie MengederperiodischenZustände� x � q
 von Tprob � A mit
q � F.

5. Konstruieredie Markov KetteM �sdet .

6. BerechnedenWertµ � Y W X j 
 gemäßSatz2.2,Seite50.

Bevor wir nunaufdieeinzelnenSchrittedesAlgorithmuseingehen,bemerken
wir nochfolgendePunkte:

� Wir könnendiegleicheVorgehensweisebenutzen,wennwir eineSpezi�ka-
tion haben,diedurcheinenNBA gegebenist (für einenNBA A gilt: Lw � A 


ist messbarim FolgenraumeinerMarkov Kette(siehe[Va85])). In diesem
Fall fällt alsonurSchritt1 desAlgorithmusweg.
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� Desweiterenbemerkenwir, daßgilt :

µ � Y W X j 
�� 1
y

j

alle erreichbarenergodischenMengenvon � Tprob � A 
 sdet sind akzeptie-
rend.
Somitkönnenwir für qualitativesLTL-Model CheckingeinigeSchrittedes
Algorithmusvereinfachen.In Schritt 5 brauchenwir z. B. nicht die exak-
ten Wahrscheinlichkeiten von M

�sdet betrachten,sondernnur den zugrun-
deliegendenGraphen.Anstellevon Schritt 6 überprüfenwir dann,ob alle
erreichbarenergodischenMengenvon � Tprob � A 
 sdet akzeptierendsind.

De�nition 2.2.11.
SeiA eineTeilmengederZuständevonTprob � A und � x � q
A� A. Wir bezeichnen
mit

Adet ��� x � q
�


denjenigendeterministischenAutomaten,denmanerhält,indemmandiePotenz-
mengenkonstruktionnur auf die Zuständein A anwendet.Zudembetrachtenwir
nur denvom Zustand

$

� x � q
O% erreichbarenTeil und de�nieren
$

� x � q
M% als An-
fangszustandvonAdet ��� x � q
�
 . Auchhierbestehtein erreichbarerZustandnuraus
ZuständenvonTprob � A, die dieselbeersteKomponentebesitzen.

Bevor wir nunfortfahren,wollen wir unsüberlegen,welcheStrukturderzugrun-
deliegendeGraphvonCdet ��� x � q
�
 im VergleichzumzugrundeliegendenGraphen
von � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 besitzt,fallsC einestarkeZusammenhangskomponente
(SCC)von Tprob � A ist und � x � q
#� C gilt. Dieswerdenwir dannspäterbenöti-
gen.DazunocheineDe�nition.

De�nition 2.2.12.[Der Graph G
H t .]

Sei G �S� V � E 
 ein gerichteterGraphund t �

$

V1 �

�����

� Vk % einePartition von V,
d. h.

a i X 1 —������ — kVi � V
)

Vi
e

Vj �

/0 � i 5� j �

Dannbezeichnenwir mit G
H t dengerichtetenGraphen� V

�
� E

�

 mit

� V �
�

$

V1 �

�����

� Vk %B� t

�

� Vi � Vi 
�� E
�

V 6 v � Vi )

v
�

� Vj
-

� v� v
�


�� E
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Seiim folgenden
G �	� V � E 


derzugrundeliegendeGraphvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 .

Lemma 2.5. SeiC einestarke ZusammenhangskomponentevonTprob � A und
� x � q
A� C. Sei

V �

�

$

v � V : v
e

C 5�

/0 %

�

SeiG� dervonV � induzierteTeilgraphvonG. Sei

�V �

$

v
e

C : v � V �

%

und
t �

$4$

v � V � : v
e

C � v�

%

-

v�

�!� V %

�

t ist alsoeinePartition derZuständein V
�
bezüglich ihrerC-Anteile. Sei

�G �

Gª

H t �

Dann ist �G �¦� t �"� E 
 isomorphzumzugrundeliegendenGraphenvonCdet ��� x � q
�
 ,
undein IsomorphismusderKnotenist gegebendurch

t # s �

�




f v
e

C � mit v beliebigauss�

Dies bedeutetnichts anderes,als daßmandenzugrundeliegendenGraphenvon
Cdet ��� x � q
�
 aus demzugrundeliegendenGraphenvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 er-
hält, indemmanerst alle Knotenentfernt,die kein ElementausC enthaltenund
dannausdenübrig gebliebenenKnotendie Elementeentfernt,die nicht in C lie-
gen. Zum Schlussmussman dann noch alle die Knotenverschmelzen,die den
gleichenC-Anteilhatten.
Beweis: Wir zeigen,daßdie Abbildung f eineBijektion zwischent und den
KnotenvonCdet ��� x � q
�
 ist.

� f ist wohlde�niert : Seis � t . Z. z.:

– v
e

C � v�

e

C � v� v�
� s.

Diesist offensichtlich,dat die Zuständein V � geradebezüglichihrer
C-Anteilepartitioniert.
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– f � s
 ist KnotenvonCdet ��� x � q
�
 .
Es ist a priori nicht ersichtlich,daß f � s
 ein ZustandvonCdet ��� x � q
�


ist. Daabers � t , folgt /0 5� s h V
�
mit

? v� v�

� s : v
e

C � v�

e

C 5�

/0 �

Seinunv � s. v ist alsoein Zustandin � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 . Esgibt
somiteinenPfad

$

� x � q
O%C�•� x1 � R1 
"�

�����

�M� xn � Rn 
"� v

von
$

� x � q
O% nachv im zugrundeliegendenGraphenvon

� Tprob � A 
 det ��� x � q
�


�

Wir könnenjetzt induktiv zeigen,daß � xi � Ri 


e

C � i � 1 � 2 �

�����

�M� n w 1


mit � xn> 1 � Rn> 1 
�� v ein Zustandin Cdet ��� x � q
�
 ist.
$ Induktionsanfang: i � 1

Da
$

� x � q
O% eineTeilmengevon C ist, ist die Behauptungoffen-
sichtlich.

$ Induktionsschritt: � xi � Ri 


e

C sei ein Zustandvon Cdet ��� x � q
�


undesgeltei
•

� n w 1
 . Dannfolgt die BehauptungausderTat-
sache,daßesfür ein � xi � qi 
2�¨� xi � Ri 
 P C in Tprob � A keinenÜber-
gangzueinemZustand� xi > 1 � qi > 1 
��=� xi > 1 � Ri > 1 


e

C gibt.

% C & C

' Cc( Cc

)

xi *

Ri + , xi - 1 .

Ri - 1 /

Gäbeesein solches � xi � qi 
 , dannwissenwir mit Bemerkung5
,Seite41,daßesim zugrundeliegendenGraphvonTprob � A einen
Pfad

� x � q
"�•� x1 � q1 
"�

�����

�M� xi � qi 


gäbe,alsoauchdenPfad

� x � q
"�M� x1 � q1 
O�

�����

�M� xi � qi 
"�M� xi > 1 � qi > 1 


�
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Daswäreaberein Widerspruchdazu,daß � x � q
 und � xi > 1 � qi > 1 


beidein der selbenstarken ZusammenhangskomponenteC lie-
gen und � xi � qi 
 nicht in C liegt. Somit kann es einen solchen
Übergangin Tprob � A nicht geben.D. h. , daßesfür jedenZu-
standb �=� xi > 1 � Ri > 1 


e

C einenZustanda �=� xi � Ri 


e

C gibt, mit
Tprob � A hateinenxi > 1-Übergangvon a nachb. Da � xi � Ri 


e

C
nach Induktionsvoraussetzungein Zustandvon Cdet ��� x � q
�
 ist,
folgt diesauchfür � xi > 1 � Ri > 1 


e

C � v
e

C � f � s
 .

� f ist surjektiv : Sei � x� � R� 
 ein Zustandin Cdet ��� x � q
�
 . Danngibt es im
zugrundeliegendenGraphenvonCdet ��� x � q
�
 einenPfad

$

� x � q
M%C�M� x1 � R�1 
"�

�����

�M� xn � R�n 
O�M� x�

� R�




�

Sei
$

� x � q
O%C�•� x1 � R1 
"�

�����

�M� xn � Rn 
"�M� x�

� R


der durchdie erstenKomponenteneindeutigde�nierte Pfad im zugrunde-
liegendenGraphenvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 . Offensichtlichgilt

� xi � R�i 
Ahf� xi � Ri 


e

C
)

� x�

� R�


�hŒ� x�

� R


e

C �

Wir wollen nundie umgekehrteInklusion

� xi � R�i 
10f� xi � Ri 


e

C
)

� x�

� R�


10T� x�

� R


e

C

zeigen.Dies folgt aber wiederuminduktiv aus der Tatsache,daß es für
ein � xi � qi 
I�9� xi � Ri 
JP C in Tprob � A keinenÜbergangzu einemZustand

� xi > 1 � qi > 1 
A�=� xi > 1 � Ri > 1 


e

C gibt. Seixn> 1 � x
�

� Rn> 1 � R� R
�n> 1 � R

�
.

– Induktionsanfang: i � 1
Da

$

� x � q
O% eineTeilmengevon C ist, ist die Behauptungoffensicht-
lich.

– Induktionsschritt: Es gelte � xi � R�i 
20S� xi � Ri 


e

C und i
•

� n
w

1
 .
Da esnun für jedenZustandb �¯� xi > 1 � Ri > 1 


e

C einenZustanda �

� xi � Ri 


e

C gibt, mit Tprob � A hateinenxi > 1-Übergangvon a nachb,
folgt � xi > 1 � R�i > 1 
30f� xi > 1 � Ri > 1 


e

C.

Esgilt also
� x�

� R�


E��� x�

� R


e

C 5�

/0 �
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Damitgibt eseins � t mit � x�z� R
A� s. Fürdiesess gilt offensichtlich

f � s
��	� x�

� R


e

C �	� x�

� R�


"�

wasdieSurjektivität von f beweist.

� f ist injektiv : Diesist trivial, dat die MengeV � nachdemC-Anteil ihrer
Elementepartitioniertund f ein Elementvon t geradeauf seinenC-Anteil
abbildet.

Sei �G � � �V � �E 
 der zugrundeliegendeGraphvon Cdet ��� x � q
�
 . Somit habenwir
gezeigt,daß f eine Bijektion zwischender Mengeder Knoten von �G und der
MengederKnotenvon �G ist. Esbleibt alsonochzu zeigen,daßt verträglichist
mit denKantenmengenvon �G und �G, daßalsogilt :

? s� t � t : � s� t 
s�4� E
y

j � f � s
"� f � t 
�
E�
�
E �

Seiens� t � t .
“ ��j : “ Es gelte � s� t 
#�5� E. Es gibt also � x

�
� R

�

 � s�M� x

�«�
� R

�«�

 � t, so daßesfür

alle b � � x
�«�

� R
�«�


 ein a � � x
�

� R
�


 gibt, so daßgilt: esgibt einenx
�«�
-Übergangvon

a nachb in Tprob � A. Wiederumgilt, daßesfür ein a � � x�
� R�


 P C in Tprob � A
keinenÜbergangzueinemZustandb � � x�«�

� R�«�



e

C gibt.Somitgibt esfür alleb �

� x�«�
� R�«�




e

C eina �¨� x�
� R�




e

C, sodaßgilt: esgibt einenx�«� -Übergangvona nachb
in Tprob � A. Da f � s
G��� x�z� R�©


e

C und f � t 
2��� x�¬� � R�¬�©


e

C folgt � f � s
"� f � t 
�
��
�E.

“
y

� : “ Esgelte � f � s
"� f � t 
�
Z�

�

E. Seinun � x
�

� R
�


G� sbeliebig.Also gilt: � x
�

� R
�




e

C � f � s
 . Sei
t �

$

� x�«�

� R�«�1 
O�

�����

�M� x�«�

� R�«�k 
M%

�

Da esnun in Tprob � A keinex
�¬�
-Übergängevon Elementenaus � x

�
� R

�

 P C nach

� x�«�
� R�«�i 


e

C gibt, folgt, daßes in � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 einenx�«� -Übergangvon
� x�

� R�

 zueinemZustandu gibt, mit u

e

C � f � t 
 . Dannfolgt aberu � t undsomit
gilt auch � s� t 
s��� E.

Es gilt also,daß �G �U� t �"� E 
 isomorphzum zugrundeliegendenGraphenvon
Cdet ��� x � q
�
 ist. DiesenSachverhaltwerdenwir im nächstenLemmabenötigen,in
demwir zeigenwerden,daßin einerstarkenZusammenhangskomponente(SCC)
von Tprob � A entwederalle Zuständeperiodischsind, oderkeiner. Ausserdem
zeigenwir, daßmanfür eineSCCC von Tprob � A nur Cdet ��� x � q
�
"�l� x � q
 � C
undnicht ganz � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 betrachtenmuss,um zu entscheiden,ob die
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Zuständevon C periodischsind odernicht. Dies wird die Berechnungder peri-
odischenZuständevon Tprob � A in Schritt 4 desAlgorithmuserheblichverein-
fachen.Dafürzuvor nochfolgendeDe�nition.

De�nition 2.2.13. [völlig spezi�ziert]
Sei A eineTeilmengeder Zuständevon Tprob � A. Sei � x � q
L� A ein Zustandin
A. Sei � x� � R� 
 ein Zustandin Adet ��� x � q
�
 . Wir nennen� x� � R� 
 völlig spezi�ziertin
Adet ��� x � q
 , falls für alleTransitionen� x� � x�«� 
 in T gilt, daß � x� � R� 
 einenÜbergang
aufdemBuchstabenx�«�

in Adet ��� x � q
�
 hat. � x
� � R� 
 ist alsovöllig spezi�ziert,genau

dann,wenngilt:

?�� x�

� x�«�


A� T gilt : 6�� x�«�

� R�«�


 Zustandvon Adet ��� x � q
 mit ��� x�

� R�


"�M� x�«�

� R�«�


�


ist eineKanteim zugrundeliegendenGraphenvonAdet ��� x � q


�

Bemerke, daßzwar jeder Zustandvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 völlig spezi�-
ziert22 ist in � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 , jedochist i. Allg. nicht jeder Zustandvon
Adet ��� x � q
�
 in Adet ��� x � q
�
 völlig spezi�ziert.

Lemma 2.6. SeiC einestarkeZusammenhangskomponente(SCC)vonTprob � A
und � x � q
�� C einZustandin C. FolgendeAussagensinddannäquivalent:

1. � x � q
 ist periodisch.

2. Esgibt eineergodischeMengeD � vonCdet ��� x � q
�
 für die gilt:

y ist völlig spezi�ziert ? y � D �
�

3. Esgibt im zugrundeliegendenGraphenvonM einenendlichenin x begin-
nendenPfadg � x � x1 �

�����

� xn, sodaßjederLaufvonM, dergalsPrä�x hat,
einenkorrespondieren, in � x � q
 beginnendenLauf von T � A besitzt,der
nur ZuständevonC durchläuft.

4. Alle Zuständein C sindperiodisch.

22Wir hattenvorausgesetzt,daßA in jedemZustandfür jedenBuchstabenausX mindestens
einenÜbergangbesitzt.
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Beweis:
1 6 2 : Sei � x � q
 periodisch.Sei D eine ergodischeMengevon � Tprob �

A 
 det ��� x � q
�
 , die einenZustand � x � R
 enthält,mit � x � q
I� � x � R
 (die Existenz
einersolchenMengefolgt ausder De�nition einesperiodischenZustands).Wir
zeigenjetzt,daßgilt:

(a) JederZustandaufeinemPfadvon
$

� x � q
M% nachD enthältmindestenseinen
ZustandvonC.

(b) JederZustandvonD enthältmindestenseinenZustandvonC.

(c) Esgibt in Cdet ��� x � q
�
 einekanonischevonD abgeleiteteergodischeMenge
D � vonCdet ��� x � q
�
 .

(d) JederZustandvonD � ist völlig spezi�ziert in Cdet ��� x � q
�
 .

Dannist 2 erfüllt.
Um dieerstenbeidenPunktezuzeigen,bemerkenwir folgendes:sei

circle ��� x � q
"�M� y1 � q1 
"�

�����

�M� yk � qk 
"�•� x � q


einKreisim zugrundeliegendenGraphenvonTprob � A. Danngilt: alle � yi � qi 
"� i �

1 �

�����

� n liegenin derselbenstarkenZusammenhangskomponentewie � x � q


23. Es
gilt also

� yi � qi 
�� C i � 1 � 2 �

�����

� n �

Zu (a): Sei
$

� x � q
O%C�M� y1 � R1 
"�

�����

�M� yn � Rn 


einPfadim zugrundeliegendenGraphenvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 , mit � yn � Rn 
s�

D. Da nun � yn � Rn 
 und � x � R
 beidein der selbenergodischenMengeD liegen,
gibt eseinenPfad

� yn � Rn 
"�M� yn> 1 � Rn> 1 
"�

�����

�M� xn> k � Rn> k 
"�M� x � R


im zugrundeliegendenGraphenvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 . Somitist

$

� x � q
M%C�M� y1 � R1 
"�

�����

�M� yn � Rn 
O�M� yn> 1 � Rn> 1 
"�

�����

�M� xn> k � Rn> k 
"�•� x � R


23Bemerke,daßSCCsmaximalsindbezüglichstarkemZusammenhang.
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ein Pfad von
$

� x � q
O% nach � x � R
 . Da nun � x � q
p� � x � R
 gilt, wissenwir (vgl.
Bemerkung5, Seite41),daßesin Tprob � A einenKreis

circle �	� x � q
"�•� y1 � q1 
"�

�����

�M� yn> k � qn> k 
O�M� x � q


gibt, mit � yi � qi 
A�=� yi � Ri 
"� i � 1 � 2 �

�����

�M� n w k
 . Aus obigerBemerkungfolgt, daß
� yi � qi 
L� C � i � 1 � 2 �

�����

�•� n w k 
 . SomitenthältjederZustandauf demPfad von
$

� x � q
O% nachD mindestenseinenZustandvonC, und(a) ist gezeigt.

Zu (b): Sei � x� � R� 
m� D. Da D in � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 erreichbarist und D
ergodisch,alsoinsbesonderestarkzusammenhängendist, gibt eseinenPfad

$

� x � q
O%C�M� y1 � R1 
O�

�����

�M� yn � Rn 
"�M� x�

� R�




im zugrundeliegendenGraphenvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 . Da � x� � R� 
 und � x � R
 in
derselbenergodischenMengeD liegen,kannmandiesenPfad folgendermassen
verlängern:

$

� x � q
M%C�M� y1 � R1 
"�

�����

�M� yn � Rn 
"�•� x�

� R�


O�M� yn> 2 � Rn> 2 
"�

�����

�M� yn> k � Rn> k 
"�•� x � R


�

Mit der selbenArgumentationwie in Teil (a) folgt abernun,daßjederZustand
diesesPfades,alsoinbesondereauch � x�z� R�©
 einenZustandausC enthält,was(b)
zeigt.

Zu (c): SeiD �

$

s1 �

�����

� sn % . Wir de�nieren

D �

�

$

si
e

C
-

i � 1 � 2 �

�����

� n %

�

Bemerke,daßD � i. Allg. wenigerElementeenthält,alsD. Esgilt: D � ist eineTeil-
mengederKnotendeszugrundeliegendenGraphenvonCdet ��� x � q
�
 (sieheLem-
ma2.5,Seite56undbemerke,daßjederZustandvonD mindestenseinenZustand
vonC enthält).Sei �G �¦�7� V �8� E 
 derzugrundeliegendeGraphvonCdet ��� x � q
�
 .Wir
zeigen,daßD � ergodischeMengevon

�
V ist.

� Z. z.: D
�
ist erreichbarin Cdet ��� x � q
�
 .

Da nach(a) jederZustandauf einemPfadvon
$

� x � q
O% nachD in � Tprob �

A 
 det ��� x � q
�
 mindestenseinenZustandvonC enthält,folgt mit Lemma2.5,
daßD

�
in Cdet ��� x � q
�
 erreichbarist.

� Z. z.: D � ist starkzusammenhängendin Cdet ��� x � q
�
 .
DerstarkeZusammenhangvonD � folgt auchsofortausLemma2.5.Bemer-
ke,daßnach(b) gilt, daßjederZustandvonD mindestenseinenZustandaus
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C enthält.Somitbleibt dervon D induzierteTeilgrapherhalten,wennman
im zugrundeliegendenGraphenvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 die Knotenent-
fernt,diekeinElementausC enthaltenunddannausdenübriggebliebenen
KnotendieElementeentfernt,dienicht in C liegen.WennmanzumSchluss
dannnochalledieKnotenverschmilzt,diedengleichenC-Anteil hatten,so
ändertdiesnatürlichamstarkenZusammenhangnichts.

� Z. z.: D � ist abgeschlossenin Cdet ��� x � q
�
 ,
d. h. esführenin �G keineKantenausD � hinaus.Seiu � D � einZustandvon
Cdet ��� x � q
�
 . Mit denBezeichnungenausLemma2.5,Seite56,seis � t mit
f � s
�� u. Esgibt nunzweiFälle:

– ? a � s : a � D. In diesemFall führt offensichtlichkeineKantein �G
von u ausD � hinaus.Diesfolgt ausLemma2.5.Mit denBezeichnun-
genausLemma2.5 gilt nämlich,daßD ergodischeMengevon G� ist
(bemerke,daßnach(b) jederZustandvonD nichtleerenSchnittmit C
hat).Danun

�G isomorphzu Gª

H t �

folgt, daßin �G keineKantenvonu ausD
�
hinausführen.

– 6 a � b � s : a � D
)

b H� D. Hier werdenalsobei der Bildung des
QuotientengraphenGª

H t einZustand� D mit einemZustandH� D iden-
ti�ziert. DaD ergodisch,alsoauchabgeschlossenist, führendie Kan-
tenvon u, die von Kantenvon a � D abgeleitetwerden,wiedernach
D

�
hinein.Man könntenunmeinen,daßesjedochKantenvon u gibt,

die von Kantenvon b H� D abgeleitetwurdenundnicht mehrnachD
�

führen.Dies ist jedochnicht der Fall, obwohl esnatürlichKantenin
� Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 gebenkann,die von b zu einemZustandc füh-
ren,dernicht in D liegt. Daswollenwir jetztzeigen.Nehmenwir also
an,esgibt einenZustandc H� D, sodaßesim zugrundeliegendenGra-
phenvon � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 eineKantevonb nachc gibt.
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C1

C2

C3

C1

C1

A1

A2

A3

A4

A5

D

a

b

C 9

A5

c

: s ; t

In derGra�k ist derZustanda � C1 a A1, wobeiC1 h C undA1
e

C �

/0 geltensoll. Entsprechendesgilt für die anderenZustände.Ange-
nommen,die Kantevon b nachc repräsentierteinenx� -Übergang.Da
c

e

C 5�

/0 (andernfalls wärec kein Knoten in G� und unsereBeden-
kenwärenhinlänglich)gilt undesauchgilt, daßeskeinenÜbergang
vonb P C nachc

e

C gebenkann,folgt: esgibt einenx
�
-Übergangvona

aus.Daa aberin D liegt undD abgeschlossenist, bedeutetdies,daßes
einenKantevona zueinemZustandd � D gibt,dieeinenx

�
-Übergang

repräsentiert.Nungilt aber

d
e

C � c
e

C �
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C1

C2

C <

C1

C1

A1

A2

A3

A4

A5

D

a

b

C =

A5

c

> s ? t

d

Also werdenbeiderBildungdesQuotientengraphen�G dieZuständec
undd identi�ziert. Dad � D, werdenc undd in �G durcheinenKnoten
in D � repräsentiert.Somitführt dieKantein �G, dieausderKantevonb
nachc (in � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 entstandenist, von einemZustandin
D � , nämlich f � s
G� u, zueinemZustandin D � , nämlichzu f � v
 , wobei
v � t , sodaßd � v gilt.

DaderdritteFall ? a � s : a H� D nichteintretenkann(bemerke: f � s
G� u �

D � ), habenwir damitgezeigt,daßfür alle Kanten � u � v
 von �G gilt: v � D � .
Dau � D � beliebigwar, gilt also,daßD � abgeschlossenist in �G.

Zu (d): Wir zeigenjetzt noch,daßjederZustandvon D
�
(aus(c)) völlig spezi-

�ziert ist in Cdet ��� x � q
�
 . Sei u ein ZustandausD � . Mit denBezeichnungenaus
Lemma2.5,Seite56,seis � t mit f � s
�� u. Danngilt s

e

D 5�

/0. Seia � s. Dann
wissenwir, daßa völlig spezi�ziert ist in � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 . 24 Seinunx�x� X
beliebig.Es gibt alsoin � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 einenx� -Übergangvon a aus.Da
a � D, führt dieserx� -ÜbergangwiedernachD. Sei b � D der Zustand,in den

� Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 von a ausbei Eingabex� wechselt.Da nach(b) jederZu-
standausD einennichtleerenSchnittmit C besitzt,gibt esalsoein v � D � , sodaß
u einenx� -Übergangnachv besitzt.Da u � D � und x � X beliebigwaren,folgt:
jederZustandausD

�
ist völlig spezi�ziert.

24Wir hattenvorausgesetzt,daßA in jedemZustandfür jedenBuchstabenausX mindestens
einenÜbergangbesitzt.
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2 6 3 : Esgelte2. SeiD � eineergodischeMengevonCdet ��� x � q
�
 sodaßjeder
Zustandin D � völlig spezi�ziert ist.SeiY �«� �

$

� x � q
M%C�M� x1 � R1 
"�M� x2 � R2 
"�

�����

�M� xn � Rn 


ein endlicherLauf in Cdet ��� x � q
�
 mit � xn � Rn 
L� D
�
. Dannist g � x � x1 �

�����

� xn ein
endlicherPfad in M, der die Bedingungenin 3 erfüllt. Dies folgt ausfolgender
Behauptung.
Behauptung : Sei x � x1 �

�����

� xn � yn> 1 � yn> 2 �

����� ein Lauf in M. Danngibt es für
jedesk 7 n einenendlichenLauf

$

� x � q
O%C�M� x1 � R1 
"�

�����

�•� xn � Rn 
"�M� yn> 1 � Rn> 1 
"�

�����

�M� yk � Rk 


in Cdet ��� x � q
�
 mit � yi � Ri 
�� D � ? i 7 n.
BeweisderBehauptung: perInduktionüberk

� Induktionsanfang: k � n
Hier gibt esnichtszuzeigen.

� Induktionsschritt: k 
 k w 1
Die Behauptunggeltefür k. Sei

$

� x � q
O%C�•� x1 � R1 
"�

�����

�M� xn � Rn 
"�•� yn> 1 � Rn> 1 
O�

�����

�M� yk � Rk 


ein entsprechenderendlicherLauf in Cdet ��� x � q
�
 . Esgilt also � yk � Rk 
�� D � .
DanunjederZustandvonD � völlig spezi�ziert ist,gilt diesinsbesonderefür

� yk � Rk 
 . Dies bedeutet,daßesin Cdet ��� x � q
�
 einenÜbergangvon � yk � Rk 


zueinemZustand� yk> 1 � Rk > 1 
 gibt, da � yk � yk > 1 
 eineTransitionin M ist.

Somit ist die Behauptungbewiesen.Dies impliziert nun, daßes für einenLauf
Y � x � x1 �

�����

� xn � yn> 1 � yn> 2 �

����� von M einenin
$

� x � q
O% beginnenden,zuY korre-
spondierendenLauf

Y �«�

�

$

� x � q
O%C�M� x1 � R1 
"�

�����

�M� xn � Rn 
"�M� yn> 1 � Rn> 1 
"�

�����

vonCdet ��� x � q
�
 gibt. Aus derPotenzmengenkonstruktionfolgt nun,daßeseinen
Lauf

Y �

��� x � q
"�M� x1 � q1 
"�

�����

�•� xn � qn 
"�M� yn> 1 � qn> 1 
O�

�����

vonTprob � A gibt, mit qi � Ri ? i � IN. Dasbedeutetaber, daßY � zuY korrespon-
diertundnurZuständevonC durchläuft.

3 6 1 : Es gelte 3 mit g � x � x1 �

�����

� xn und � x � q
 . Wir wollen also zei-
gen,daß � x � q
 periodischist. Z. z. ist also,daßderzugrundeliegendeGraphvon
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� Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 eineergodischeMengebesitzt,die einenZustandenthält,
der � x � q
 enthält.Dafür betrachtenwir deneindeutigenendlichenLauf

$

� x � q
M%C�M� x1 � R1 
"�

�����

�M� xn � Rn 
 in � Tprob � A 
 det ��� x � q
�


�

Wir verlängerndiesen,biswir eineergodischeMengeD von � Tprob � A 
 det ��� x � q
�


erreichen.Esgeltealso

$

� x � q
M%C�M� x1 � R1 
"�

�����

�M� xn � Rn 
O�M� yn> 1 � Rn> 1 
"�

�����

�M� yn> k � Rn> k 


ist endlicherLauf in � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 mit

� yn> k � Rn> k 
�� D
)

� yn> i � Rn> i 
mH � E � i � 1 � 2 �����

� k � 1
"�

wobeiD eineergodischeMengeundE dieVereinigungallerergodischenMengen
von � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 ist. Nun gilt nach3, daßesin Tprob � A einenin � x � q


beginnenden,endlichen,zu

x � x1 �

�����

� xn � yn> 1 �

�����

� yn> k

korrespondierendenLauf gibt, dernur Zuständein C durchläuft.Dannfolgt aber
aufgrundderPotenzmengenkonstruktion,daß � yn> k � Rn> k 
 einElementausC ent-
hält.Seialso

� yn> k � qn> k 
��=� yn> k � Rn> k 
 mit � yn> k � qn> k 
�� C �

Da � x � q
 und � yn> k � qn> k 
 in der selbenSCCvon Tprob � A liegen,gibt esein
Eingabewort z � X • , sodaßderAutomatTprob � A vomZustand� yn> k � qn> k 
 bei
EingabedesWortesz in denZustand � x � q
 übergeht.Sei nunz der Zustanddes
Automaten � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 in dendieservom Zustand � yn> k � Rn> k 
 durch
EingabedesWortesz übergeht.Aus der Potenzmengenkonstruktionwird offen-
sichtlich,daß � x � q
N� zgilt. Ausserdemgehörtznatürlichauchzuderergodischen
MengeD von � Tprob � A 
 det ��� x � q
�
 . Damit folgt 1.

4 6 1 : Diesist trivialerweiseerfüllt.

1 6 4 : Sei � x � q
 periodisch.Dannwissenwir, daßPunkt 3 gilt. Sei g �

x � x1 �

�����

� xn einendlicherPfadin M, derdieBedingungenaus3 erfüllt. Sei � x�
� q�




ein weitererZustandausC. Es ist alsozu zeigen,daß � x�
� q�


 periodischist. Da
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wir schongezeigthaben,daßdie BedingungenausPunkt3 für � x�z� q��
 implizie-
ren,daß � x�z� q��
 periodischist, zeigenwir alsonun,daßPunkt3 für � x�z� q��
 erfüllt
ist. Da � x � q
 und � x

� � q� 
 in derSCCC vonTprob � A liegen,gibt eseinenPfad

� x�

� q�


"�•� y1 � q1 
"�

�����

�M� yk � qk 
"�M� x � q


von � x� � q� 
 nach � x � q
 im zugrundeliegendenGraphenvonTprob � A mit � yi � qi 
E�

C � i � 1 � 2 �

�����

� k. Sei
g�

� x�

� y1 �

�����

� yk � x � x1 �

�����

� xn �

Dannerfülleng
�
und � x� � q� 
 Punkt3.SeinämlichY einLauf in M, derg

�
alsPrä�x

hat.Danngilt
Y � bg�Y � mit b � x�

� y1 �

�����

� yk �

Da � x � q
 periodischist und ausder Wahl von g folgt, daßeseinenzu g�Y korre-
spondierenLaufY � vonTprob � A gibt, derin � x � q
 beginntundnurZuständevon
C durchläuft.Dannist aber

��� x�

� q�


"�M� y1 � q1 
"�

�����

�M� yk � qk 
�
 Y �

ein zu Y korrespondierenderLauf von Tprob � A, der in � x
�

� q
�


 beginnt und nur
ZuständevonC durchläuft.Somitist Punkt3 für � x

�
� q

�

 undg

�
gezeigt.

Mit der AussagediesesLemmaskönnenwir alsoSchritt 4 desAlgorithmus
relativ ef�zient bearbeiten.

Nun zu deneinzelnenSchrittendesAlgorithmus: esseiangemerkt,daßwir
die GrößeeinesProbabilistischenProgrammsmit

-

Tprob
-

bezeichnenund damit
die Anzahl an Zuständenund Transitionenmeinen.Ausserdembezeichnenwir
mit

-

A
-

die GrößeeinesNBAs und meinendamit die Anzahl an Zuständenund
Übergängen.

Zu Schritt 1 : Wie schonin Satz2.1, Seite31 erwähnt,kannmanin Zeit und
PlatzO�

-

j
-

; 2 W j W


 denNBA A
�
mit Lw � A

�

E� Lw � j 
 konstruieren.

Es sei jedochangemerkt,daßman in diesemSchritt einige Optimierungen
vornehmenkann,um die GrößedesresultierendenNBAs relativ klein zu halten.
Z. B. kannmanaufFormelebenedurchUmschreibendergegebenenLTL-Formel
bessereResultateerzielen.Ausserdemgibt es einige Algorithmen, die mittels
Bisumulations-bzw. SimulationsquotienteneinengegebenenNBA in einenklei-
nerenNBA überführen,ohnedieakzeptierteSprachezuändern.Wermehrdarüber
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wissenwill, siehez. B. [SoBl00]und[EtHo00].
Zu Schritt 2 : Die notwendigenVeränderungenkönnenso implentiertwerden,
daßderbenötigteZeitaufwandlinearin

-

Tprob
-

w

-

A
-

ist. Zusätzlichverändertsich
die GrößevonTprob undA nichtwesentlich.
Zu Schritt 3 : Es ist klar daß

-

Tprob � A
-

� O�

-

Tprob
-

;

-

A
-


 . Ausserdemkann
Tprob � A in Zeit poly � O�

-

Tprob
-

;

-

A
-


�
 konstruiertwerden.
Zu Schritt 4 : Wir wollen alsodie periodischenZustände� x � q
 von Tprob � A
bestimmen,mit q � F. Mit Lemma2.6, Seite60 wissenwir, daßentwederalle
ZuständeeinerSCCvonTprob � A periodischsind,oderkeiner.

Als ersteszerlegenwir alsodenzugrundeliegendenGraphenvon Tprob � A
in seinestarkenZusammenhangskomponenten.Der Zeitaufwandfür dieseZerle-
gungist in O�

-

Tprob � A
-


 (siehe[JU94]).SeiC �

$

C1 �

�����

� Ck % die Mengedieser
SCCs.Wir entfernenausC nunalleSCCsvonTprob � A, diekeinenakzeptieren-
denZustandenthalten.Seialso

C �

�

$

C � C
-

6�� x � q
�� C : q � F %

�

Für alleC � C � müssenwir nunüberprüfen,ob ein beliebigerZustandausC pe-
riodisch ist, oder nicht. Dafür benutzenwir Bedingung2 ausLemma2.6, Sei-
te 60. Für jedesC � C � wählenwir alsoein beliebiges� xC � qC 
B� C und bilden
Cdet ��� xC � qC 
�
 . Nun berechnenwir die ergodischenMengendeszugrundeliegen-
denGraphenvonCdet ��� xC � qC 
�
 (in Zeit linearzur GrößedesGraphen)undüber-
prüfen,ob für mindestenseine gilt, daßjeder in ihr enthalteneZustandvöllig
spezi�ziert ist, odernicht. Falls dies der Fall ist, so sind nachLemma2.6 alle
ZuständevonC periodisch,ansonstennicht.

Esist natürlichnunvon Interesse,denWert

å
C F C

ª

-

Cdet ��� xC � qC 
�


-

abzuschätzen.Esgilt sicherlich

å
C F C

ª

-

Cdet ��� xC � qC 
�


-

Q å
C F C

-

Cdet ��� xC � qC 
�


-

�

SeinA dieAnzahlanZuständenvonA undmT dieAnzahlderKantenim zugrun-
deliegendenGraphenvonTprob. Wir werdenjetzt zeigen,daß

å
C F C

-

Cdet ��� xC � qC 
�


-

Q 2 ; mT ; 2nA
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gilt.
Für i �

$

1 � 2 �

�����

� k % seiAi die MengederKantenim zugrundeliegendenGra-
phenvon � Ci 
 det ��� xCi � qci 
�
 . Sei

A �°a

k
i X 1Ai �

Wir de�nierendie Abbildung

g : A �


 ET � 2Q

��� x�

� R�


"�M� x�«�

� R�«�


�


�

�




g
��� x�

� x�«�


"� R�


"�

wobei ET die Mengeder KantendeszugrundeliegendenGraphenvon Tprob ist
undQ wie gewohntdie MengederZuständevonA ist.

Wir zeigenjetzt,daßg injektiv ist, was
-

A
-

Q mT ; 2nA beweist.Nunsindaber
alle � Ci 
 det ��� xCi � qCi 
�
 zusammenhängend,worausdie Behauptungfolgt..

Zur Injektivität von g : Seien ��� x
�

� R
�


"�M� x
�«�

� R
�«�


�
 und ��� x̃
�

�@� R
�


"�M� x̃
�«�

�@� R
�«�


�
 ausA
mit gleichemBild unterg. Esgilt also:

x̃�

� x�

)

x̃�¬�

� x�«�

)

�R�

� R�
�

Angenommen,R
�«�

5�
�R

�«�
. Da die � Ci 
 det ��� xCi � qCi 
�
 deterministischsind,folgt, daß

��� x� � R�ç
"�M� x�¬�•� R�«��
�
 und ��� x�z� R��
"�M� x�¬� �@� R�¬� 
�
 zu unterschiedlichen� Ci 
 det ��� xCi � qCi 
�


und � Cj 
 det ��� xCj � qCj 
�
 gehören.Nun berechnenwir aberfür jedesCl � C jeweils
nurein � Cl 
 det ��� xCl � qCl 
�
 . 25 Somitgilt auchi 5� j . Danngilt aber

� x�

� R�


#h Ci )

� x�

� R�


#h Cj �

waseinWiderspruchist, daCi undCj disjunktsind.
Somitgilt alsoR�«�1�A� R�«� unddie Injektivität vong ist gezeigt.

DerZeitaufwandfür Schritt4 liegt alsoin O� mT ; 2nA

 .

Zu Schritt 5 : SeinA �

-

Q
-

die AnzahlanZuständenvon A. SeinT die Anzahl
anZuständenvonTprob undmT die AnzahlanTransitionenin Tprob. Danngilt

-

M �sdet
-

� O��� mT w nT 
J; 2nA



�

26

25Bemerke,daßesfür ‚ xCl . qCl ƒ

vieleverschiedeneMöglichkeitengibt.
26Bemerke, daßin M �sdet nur solcheZuständevorkommen,die Mengenvon Zuständenvon

Tprob  

A sind,diedieselbeersteKomponentebesitzen.
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Zu Schritt 6 : BestimmedieergodischenMengenvonM �sdet mit klassischenGra-
phalgorithmen.Bestimmenunmit denErgebnissenausSchritt4 die akzeptieren-
denergodischenMengen.SeiQ1 dieVereinigungderakzeptierendenergodischen
Mengen,undseiQ2 dasKomplementvon Q1 in denZuständenvon M

�sdet . Seien
alleZuständevonQ1 mit einerneuenatomarenAussageakzept markiertundalle
Zuständevon Q2 seiennicht mit akzept markiert.Sei für einenZustandq von
Msdet

ª

wq die Wahrscheinlichkeit, daßein in q beginnenderLauf von Msdet
ª

die
Formel

*

akzeptUakzept erfüllt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daßein Lauf
vonMsdet

ª

in einerakzeptierendenergodischenMengeendetgleich

å
q F Q1 B

Q2

p0 � q
J; wq �

Zur Berechnungderwq löst manein Gleichungssystemin derGrößederAnzahl
derZuständevon Msdet

ª

. HierzusieheLemma3.1,Seite75, in Abschnitt3.1.
Somitliegt derZeitaufwandfür Schritt6 in O� poly ��� mT w nT 
D; 2nA


�
 .

Zusammenfassendkönnenwir alsosagen,daßwir die Schritte3 bis 6 mit einem
Zeitaufwandin O� poly �

-

Tprob
-


J; 2
W A W


 durchführenkönnen.
Esgilt also,daßwir denWert

µ � Y W X j 


mit einemZeitaufwandberechnenkönnen,derdoppeltexponentiellin derLänge
derFormelj ist undpolynomiellin derGrößedesSystemsTprob.
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Kapitel 3

ProbabilistischesLTL-Model
CheckingohneBuechi-Automaten

Wie wir in Kapitel2 gesehenhaben,kannmandieTatsache,daßeszu jederLTL-
Formel j einenBuechi-AutomatenA mit Words� j 
\� Lw � A 
 gibt, ausnutzen,
um sowohl klassischeTransitionssystemeals auchProbabilistischeProgramme
auf ihreErfüllbarkeit bezüglichderFormelj zu testen.Wir wollen in diesemKa-
pitel ein Verfahrenangeben,dasfür ein gegebenesProbabilistischesProgramm
Tprob �•� M � AP� L 
 und eineLTL-Formel j überAP ohnedenUmweg überdie
Buechi-AutomatendenWertµ � Y W X j 
 berechnet.Dazumachenwir folgendeFest-
stellung.Gegebenein ProbabilistischesProgrammTprob �i� M � AP� L 
 und eine
LTL-Formel j überAP, die keinetemporalenOperatorenenthält.j ist alsoeine
aussagenlogischeFormelüberAP. Dasbedeutet,daßesnur vom erstenZustand
einesLaufesdavon abhängt,ob dieserLauf die Formel j erfüllt. Z. B. erfüllt ein
LaufY � x0 � x1 �

����� dieFormelj 1 � a
)

*

� b
)

c
 , mit a � b � c atomareAussagen,ge-
naudann,wenn � a � L � x0 


)

� b � L � x0 
 
 c 5� L � x0 
�


)

� c � L � x0 
D
 b 5� L � x0 
�
�
 ,
wennalsox0 mit a markiertist undnichtmit b undc markiertist. Sei

Xj 1 �

$

x � X
-

a � L � x


)

-

L � x


e

$

b � c %

-

Q 1 %

�

Danngilt
µ � Y W X j 1


E� å
x F Xj 1

p0 � x


�

Es ist also einfach1 möglich, für eine LTL-Formel j ohnetemporaleOperato-
rendenWert µ � Y W X j 
 zu berechnen.Der hier vorgestellteAlgorithmuswird dies

1relativ zurTatsache,daßdasErfüllbarkeitsproblemderAussagenlogikcoNP-vollständigist
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ausnutzen,indemer schrittweisetemporaleOperatorenauseinergegebenenFor-
mel eliminiert unddurchneueatomareAussagenersetzt.Zugleichwird in jedem
SchrittnatürlichauchdasProbabilistischeProgrammsoangepaßt,daßdie Wahr-
scheinlichkeit, die Formelzuerfüllen,erhaltenbleibt.Esgibt alsozweiTransfor-
mationen,einefür den“Until”-Operator undeinefür den“Next Step”-Operator.
Bevor wir nunauf dieseeingehenwerden,wollen wir nochdie Erfülltrelation

-

�

für LTL-FormelnohnetemporaleOperatorenaufZuständeerweitern.

De�nition 3.0.14.
GegebeneineLTL-Formelj ohnetemporaleOperatorenüberAP. Somitist j also
eineaussagenlogischeFormel überder VariablenmengeAP. Wir sagennun,ein
Zustandx � X erfüllt j , i. Z. x

-

� j , genaudann,wenn

j
$ a

H true� a � L � x
O%�� true�

wennalsodie BelegungderatomarenAussagenin L � x
 mit truedie Formelj zu
einerTautologiemachen.

Zusätzlichwerdenwir für diesesKapitel nochdie De�nition von echtenLäu-
fenerweitern.

De�nition 3.0.15.[Echter in x beginnenderLauf]
SeiTprob einProbabilistischesProgrammundx0 einZustandvonTprob. Wir sagen

Y � x0 � x1 � x2 �

�����

ist ein in x0 beginnenderechterLauf von Tprob, falls Y ein unendlicherPfad im
zugrundeliegendenGraphenvon Tprob ist. Y unterscheidetsich also von einem
echtenLauf von Tprob nur dadurch,daßkeine Forderungan die initiale Wahr-
scheinlichkeit von x0 gestelltwird.

3.1 Konstruktion für den “Until”-Operator

GegebeneinProbabilistischesProgrammTprob �o� M � AP� L 
 undeineLTL-Formel
j überAP. Seif Uy eine“temporalinnerste”Teilformelvon j , d. h. f undy ent-
haltenjeweilskeinetemporalenOperatoren,bestehenalsonurausatomarenAus-
sagenundBooleschenOperatoren.Wir wollen nundieseTeilformel eliminieren.
DasweitereVorgehensiehtwie folgt aus.Wir werdeneinneuesProbabilistisches
ProgrammT �prob konstruieren,dessenMengeAP� deratomarenAussagenausAP
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undeinerneuenatomarenAussager besteht.Weiterhinseij � dieFormel,dieaus
j ensteht,indemmanjedesVorkommenvon f Uy durchr ersetzt.Eswird dann
gelten:

µ � Y W X j 
¨� µ�

� Y �

W X j
ª




�

2

Zuerstwerdenwir dieZuständedesProbabilistischenProgrammsin dreidisjunkte
MengenX W X

� X YW X

� X? aufteilen.X W X wird die Zuständex enthalten,für die ein in x
beginnenderLauf mit Wahrscheinlichkeit 1 dieFormelf Uy erfüllt. Entsprechend
wird X YW X die Zuständex enthalten,für die ein in x beginnenderLauf die Formel
f Uy mit Wahrscheinlichkeit 0 erfüllt (eswird sogargelten,daßfür x � X YW X keinin
x beginnenderechterLauf dieFormelf Uy erfüllt). In X? sinddieZuständex, für
dieeinin x beginnenderLauf dieFormelf Uy mit Wahrscheinlichkeit r � 0

•

r
•

1
erfüllt. Diesgeschiehtin folgendenSchritten.

X
W X

und X
YW X

seiendie kleinstenTeilmengenvon X, die die erstendrei der
folgendenEigenschaftenerfüllen.

1. X
W X

0

$

x � X
-

x
-

� y % undX
YW X

0

$

x � X
-

x
-

���

*

f
)

*

y %

SeiH dervon denübrigenZuständenX PR� X W X

a X YW X


A�

$

x � X
-

x
-

�g� f
)

*

y 
O%

induzierteTeilgraphvon � X � T 
 . Sei H
�

die Mengealler Zuständein H, die im
Graphen� X � T 
 einendirektenNachfolgerhaben,der y erfüllt, alsoH �

�

$

x �

H
-

6 v � X : � x � v
#� T
)

v
-

� y %

�

2. X YW X

0

$

x � H
-

H
�
ist vonx ausin H nichterreichbar% �

EswurdenalsonochsolcheZuständex zuX YW X hinzugefügt,für die jederPfadvon
x zu einemZustand,der y erfüllt, durcheinenZustandführt, der �

*

f
)

*

y 
 er-
füllt. Somitgilt: keinerderin x beginnendenechteLäufeerfüllt dieFormelf Uy .
Bemerke, daßdie Nachfolgereinesin Schritt 2 zu X YW X hinzugefügtenZustandes
alle in X YW X liegen.
Sei H �«� die Mengealler Zuständein H, die im Graphen � X � T 
 einendirekten
Nachfolgerhaben,der �

*

f
)

*

y 
 erfüllt, alsoH �«�
�

$

x � H
-

6 v � X : � x � v
B�

T
)

v
-

�	�

*

f
)

*

y 
M%

�

3. X W X

0

$

x � H
-

� X YW X

a H
�«�


 ist von x ausin H nichterreichbar}.

Es gilt nun für x � X W X , daßalle in x beginnendenechtenLäufe f Uy
,

'

f
erfüllen. Wir werdengleich zeigen,daßjedochdie Wahrscheinlichkeit, daßein
in x beginnenderechterLauf f Uy nicht erfüllt, gleich 0 ist. Bemerke, daßdie
Nachfolgereinesin Schritt3 zuX

W X

hinzugefügtenZustandesalle in X
W X

liegen.

2Hier ist Y �DC

ˆ j E

dieMengederLäufevonT �prob, diedieFormelj � erfüllen.
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4. X?
� X P � X

W X

a X
YW X




Somitsind in X? alle anderenZustände,die nicht X W X oderX YW X zugeteiltwurden.
Zur VeranschaulichunghiernocheineGraphikzurPartitionvon X.

H

H FGFH H

y I f J

I y

X K

L M

X N O

Wir wollen jetzt die bereitsgemachtenAussagenbeweisenundzusätzlicheinen
Weg aufzeigen,wie manfür x � X? die Wahrscheinlichkeit berechnet,daßein in
x beginnenderechterLauf f Uy erfüllt.

Lemma 3.1. Für x � X sei qx die Wahrscheinlichkeit, daßein in x beginnender
Lauf dieFormel � f Uy 
 erfüllt. Also

qx � µx
� Y W X f Uy 
N�

µ � Y W X f Uy 


p0 � x


�

3

Dann erfüllen die qx � x � X, dasfolgendeGleichungssystemund stellendessen
eindeutigeLösungdar.

qx � 1 � x � X
W X

3sieheBemerkung4 aufSeite18

75



qx � 0 � x � X
YW X

qx � å
v F X

pxv ; qv � x � X?

Beweis:

� x � X
YW X

: Falls x in Schritt 1 zu X
YW X

hinzugefügtwurde,so erfüllt x die
Formel

*

f
)

*

y undsomitgilt für alle in x beginnendenechtenLäufe,daß
diesef Uy nicht erfüllen.Falls x in Schritt2 zu X

YW X

hinzugefügtwurde,so
gibt esfür einenin x beginnendenechtenLauf zweiMöglichkeiten.Entwe-
der er bleibt für immer in H, erfüllt somit f Uy nicht. Oderer verlässtH
undesgilt, daßder ersteZustanddesLaufes,der nicht mehrin H ist, die
Formel

*

f
)

*

y erfüllt. Auchdannerfüllt derLauf die Formelf Uy nicht.
Somit gilt, daßalle echtenin x beginnendenLäufedie Formel f Uy nicht
erfüllen.Somitist Y W X f Uy einemessbareTeilmengedernichtechtenLäufe.
DadieMengedernichtechtenLäufeMaßNull hat,folgt dieBehauptung.

� x � X
W X

: Falls x in Schritt 1 zu X
W X

hinzugefügtwurde,so erfüllt x die
Formely undsomitgilt für alle in x beginnendenechtenLäufe,daßdiese
f Uy erfüllen.Formalgilt also

qx � µx
� Y W X f Uy 
E� µx

�

$

alle in x beginnendenLäufe%[
N� µx
� D� x
�
�� 1 �

Seinunx so,daßesin Schritt3 zu X
W X

hinzugefügtwurde.Betrachtenwir
nuneinenechtenLaufY � x � x1 � x2 � x3 �

����� . Mit derWahrscheinlichkeit 1 er-
reichtdieserLauf eineergodischeMengeC (verbleibtdannnatürlichdort)
unddurchläuftjedenZustandvonC unendlichoft.4 Esgibt nunzweiMög-
lichkeiten:

– Y bleibt immer in H, alsoxi � H ? i � IN. DaY jedenZustandvonC
durchläuft,folgt C h H. Da ausC keineKantenhinausführen(C ist
ergodischeMenge),wärejederZustandvonC dannin Schritt2 zuX

YW X

hizugefügtworden,alsoC h X
YW X

. Sei j � IN minimal, sodaßx j � C.
Dannist x � x1 �

�����

� x j ein Weg von x nachX
YW X

in H. Diesist jedochein
Widerspruchdazu,daßx in Schritt3 zuX

W X

hizugefügtwurde.

4sieheSatz1.2,Seite24 ff.
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– der vorige Fall tritt somit nicht ein und esgilt : Y verläßtH irgend-
wann.Seik � IN minimal mit xk 5� H. Da x in Schritt3 zu X

W X

hinzu-
gefügtwurde,gilt: xk ist nicht in X YW X . Esfolgt,

xk � X PB� H a X
YW X


E�

$

x � X
-

x
-

� y %

�

Dak minimal,gilt

x � x1 �

�����

� xk � 1 � H �

$

x � X
-

x
-

��� f
)

*

y 
O%

�

Also gilt Y
-

� f Uy , wasdieBehauptungzeigt.

Ganzformalsiehtdassoaus.Mit denBezeichnungenvonSatz1.2aufSeite
24,derKantenmarkierungausdennachfolgendenBemerkungen(Seite26),
sowie demobigenerhältman

Fair � x


e

D� x
#h Y W X f Uy �

Esfolgt

qx � µx
� Y W X f Uy 
�7 µx

� Fair � x


e

$

alle in x beginnendenLäufe%[


Daµx
� Fair � x
�
�� 1, folgt

qx 7 µx
� Fair � x


e

D� x
�
G� µx
� D� x
�
E� 1 �

� x � X? : Bemerke,daßfür jedenLauf Y in M gilt:

Y
-

� f Uy P Y
-

� y
,

� f
)

X � f Uy 
�


Seinunx � X?. Danngilt x
-

�	� f
)

*

y 


� Also folgt

D� x


e

Y W X f Uy � D� x


e

� Y W X y aU� Y W X f
e

Y W X X b f Uy c


�
�� D� x


e

Y W X X b f Uy c

�

Man erhältweiterhin

D� x


e

Y W X X b f Uy c

� xY W X f Uy �oa v F Xx � D� v


e

Y W X f Uy 
O�

wobeiletztereseinedisjunkteVereinigungist. Somitgilt

qx � µx
� Y W X f Uy 
E� µx

� D� x


e

Y W X f Uy 
E� µx
�Èa v F Xx � D� v


e

Y W X f Uy 
�
E�

å
v F X

µx
� x � D� v


e

Y W X f Uy 
�
N� å
v F X

pxv ; µv
� Y W X f Uy 
N� å

v F X
pxv ; qv �
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Also stellendieqx für dasgegebeneGleichungssystemeineLösungdar. Esbleibt
nochzu zeigen,daßdieseLösungeindeutigist. Dazustellenwir zuerstfest,daß
zwei Lösungennatürlich nur auf X? verschiedensein können.Seienalso Qa �

� ax 
 x F X und Qb �¦� bx 
 x F X zwei LösungendesGleichungssystems.5
Qa

�

�S� ax 
 x F X?

und Qb
�

�T� bx 
 x F X? seiendieEinschränkungvon Qa, bzw. Qb aufX?. T �T� pxy 
 x — y F X sei
die Matrix der Transitionswahrscheinlichkeitenund T � �•� pxy 
 x — y F X? derenEin-
schränkungaufX?. Danngilt

T ��Q a �

Qb
N�AR

0 : x 5� X?

ax � bx : x � X? S

Dafür die Einschränkungvon ��Q a �

Qb
 aufX? auchgilt

�7Q a �

Qb


�

� R

0 : x 5� X?

ax � bx : x � X? S

folgt somit
T �

�

Qa
�

�

Qb
�


E�

Qa
�

�

Qb
�

�

Esgilt also

Qa
�

�

Qb
�

� T �

�

Qa
�

�

Qb
�


E�	� T �




2
�

Qa
�

�

Qb
�


E�

�����

��� T �




k
�

Qa
�

�

Qb
�




für einbeliebigesk � IN. Wir werdenim folgendenzeigen,daßlimkT ¥ � T
�




k
� 06

�

Darausfolgt dann,daß Qa
�

�

Qb
�

� 0 unddie Behauptungist gezeigt.
Wir betrachtennundie Markov Kette �M ���U� X �V� T � p̃ � p̃0 
 mit �X � X a

$

abs% , p̃0
beliebigund

�T �	� T
e

� X?
� X?


�
�a

$

� x � abs


-

x � X?
) å

y F X?

pxy
•

1 %¨a

$

� abs� abs
M%

�

Weiterhingelte

p̃uv � W

X�Y

puv : � u � v
A� T
1 � å y F X? pxy : u � X?

)

v � abs
1 : � u � v
��	� abs� abs


Z�[

\

�
M bestehtalsoausdemZustandsraumX? und einemzusätzlichenabsorbieren-
denZustandabs. Die Zuständein X? habenuntereinanderdie gleichenTransitio-
nen(mit dengleichenTransitionswahrscheinlichkeiten)wie in derursprünglichen

5EsseieinefesteAnordnungderElementevonX vorausgesetzt.
60 bezeichnedieNullmatrix
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Markov KetteM. Deweiterenhat jederZustandausX? eineTransitionzu absin
�M, falls er in M Transitionenzu ZuständenaußerhalbX? hatte.Die Transitions-
wahrscheinlichkeit ist in diesemFall sogewählt,daßdieSummederausgehenden
TransitionswahrscheinlichkeiteneinesZustandesgerade1 ergibt. Schließlichhat
derZustandabsnocheineTransitionmit Wahrscheinlichkeit 1 zusichselber. Un-
abhängigvonderinitialenWahrscheinlichkeitsverteilungp̃0 könnenwir folgende
Beobachtungmachen:

$

abs% ist die einzigeergodischeMengein �M. Daß
$

abs%

eineergodischeMengeist, ist offensichtlich.Angenommenesgäbeeineweitere
ergodischeMengeC in �M. DannwäreC h X? undsomitwäreC auchergodische
Mengein M.7 Es folgt, daßdie Zuständevon C in Schritt 2 zu X

YW X

hizugefügt
wordenwären,wasein Widerspruchist.

Aus Abschnitt1.3.2wissenwir, daßjeder in einembeliebigenZustandvon
X? beginnendeLauf von �M mit Wahrscheinlichkeit 1 in absendenwird. Bemer-
ke,daß ��� T

� 


k

 xy gleichderWahrscheinlichkeit ist, daßein in x beginnenderLauf

nachk Schrittenin y ist (diesläßtsichleicht unterBeachtungderMarkov Eigen-
schaftper Induktionüberk zeigen).Da nun ein in x � X? beginnenderLauf mit
Wahrscheinlichkeit 1 irgendwannabserreicht(unddanndort verbleibt),können
wir

lim
kT ¥

��� T �




k

 xy � 0 ?�� x � y
�� X?

� X?

folgern.Also gilt limkT ¥ � T
�




k
� 0, wasunserArgumentvervollständigt.

Für Teilformeln von j der Art f Uy mit f und y Formeln ohnetemporale
Operatorenkönnenwir alsodie Werteqx � µx

� Y W X f Uy 
 durchLöseneinesGlei-
chungssystemsberechnen.Mit Hilfe dieserWertekönnenwir diebereitserwähnte
Konstruktiondurchführen.

Die Konstruktion

Wir de�niereneinneuesProbabilistischesProgrammT �prob �@� M � � AP�
� L �ç
 , wobei

AP�

� AP a r mit r 5� AP. r wird für dieTeiformelf Uy stehen.Die Zuständevon
M

�
sindvonderForm � x � r 
 , fallsx � X W X , � x �

*

r 
 , fallsx � X YW X und � x � r 
"�•� x �

*

r 
 ,
fallsx � X?. Ein Zustand� x � r 
 erfüllt dieselbenatomarenAussagenwie x undzu-
sätzlichauchnochr . Ein Zustand� x �

*

r 
 erfüllt nurdieselbenatomarenAussagen
wie x. Die TransitionenundderenWahrscheinlichkeitenwerdensode�niert, daß

7Beachte,daßTransitionen,die in M ausX? hinausführen,in ]M durchTransitionennachabs
simuliertwerden.
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wir folgendeBedeutungerhalten.Die Wahrscheinlichkeitsmassederin � x � r 
 be-
ginnendenLäufe ist gleich der Wahrscheinlichkeitsmasseder in x beginnenden
und f Uy erfüllendenLäufe.Genauerimpliziert jedeTransition � x � y
 ausM ein
oderzweiTransitionenin M

�
. Wir de�nierendieTransitionswahrscheinlichkeit für

eineTransition ��� x � r 1 
"�M� y� r 2 
�
L� T
� � r 1 � r 2 �

$

r �

*

r % alsdie Wahrscheinlich-
keit, daßfür einenin x beginnenderLauf Y � x � x1 � x2 �

����� von M gilt, daßx1 � y
undx1 � x2 �

����� erfüllt r 2 unterder Voraussetzung,daßY r 1 erfüllt (wobeihier r
für f Uy und

*

r für
*

� f Uy 
 stehen).NunzumformalenTeil:

De�nition 3.1.1.SeiT �prob �f� M � � AP� � L �ç
 mit M � �@� X � � T �z� p�z� p�0 
 folgendesPro-
babilistischeProgramm.Fürx � X seiqx wie in Lemma3.1,Seite75.

� AP� � AP a

$

r %C� r 5� AP

� X � �

$

� x � r 


-

x � X
W X

a X?
% a

$

� x �

*

r 


-

x � X
YW X

a X?
%

� L
�

� x � r 
�� L � x
xa

$

r %

L
�

� x �

*

r 
N� L � x


� p�0 ��� x � r 
�
�� p0 � x
 qx )

p�0 ��� x �

*

r 
�
�� p0 � x
 � 1 � qx 


� Im folgendengelter 1 � r 2 �

$

r �

*

r % . SeiT � die kleinsteTeilmengevon T,
die folgendeEigenschaftenerfüllt: für alle � x � y
�� T gilt

– x � y � X W X

a X YW X

��j ��� x � r 1 
O�M� y� r 2 
�
A� T
�

Bemerke,daßnureineTransitionin T
�
eingefügtwird.

Wir de�nieren p�

b x — r 1 crb y— r 2 c

� pxy.

– x � X W X

a X YW X

)

y � X?
��j ��� x � r 1 
"�M� y� r 
�
 und ��� x � r 1 
O�M� y�

*

r 
�
N� T �

Bemerke,daßr 1 eindeutigdurchx bestimmtist.
Wir de�nieren p�

b x — r 1 c†b y— r c

� pxyqy

p�

b x — r 1 c†b y—

` r c

� pxy � 1 � qy 


�

– x � X?
)

y � X W X

��j ��� x � r 
"�M� y� r 
�
E� T
�

Wir de�nieren p
�

b x — r crb y— r c

�

pxy
qx

.

– x � X?
)

y � X
YW X

��j ��� x �

*

r 
"�M� y� r 
�
N� T �

Wir de�nieren p
�

b x —

` r crb y—

` r c

�

pxy
1 � qx

.

– x � y � X?
��j ��� x � r 
"�•� y� r 
�
 und ��� x �

*

r 
"�M� y�

*

r 
�
s� T �

Wir de�nieren p�

b x — r c†b y— r c

� pxy
qy
qx

p�

b x —

` r crb y—

` r c

� pxy
b 1 � qy c

1 � qx
�
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Bevor wir fortfahrensoll nunein kleinesBeispieldie obigeKonstruktionver-
anschaulichen.

Beispiel3.1.1. Gegebenist ein ProbabilistischesProgrammmit dendrei Zustän-
denx1 � x2 und x3. Die Aussagenmengeist AP �

$

a � b % , und wir betrachtendie
FormelaUb. Die TransitionenundderenWahrscheinlichkeiten,sowie die initia-
len WahrscheinlichkeitensinddurchfolgendeGraphikdargestellt.

x1

x2 x3

1
3

1
3

1
3 ^

a _

`

a a b b c

1
21

1
54

5

X d egfih x3 j

X kd egfih x2 j

X?
flh x1 j

qx3 f 1
qx2 f 0
qx1 f

1
5

1
2

Durchdie obigeKonstruktionerhaltenwir

m

x2 npo

r q

r

x1 s

r t

u

x1 vpw

r x

y

x3 z

r {

1 1
3

1

1
3

|

a } r ~

•

b € r •

‚

a ƒ

„

a …

4
15 1

15

1
2

11
104

10

Sei nun j � diejenigeFormel überAP� , die ausj entsteht,indemmanjedes
Vorkommenvon f Uy durch r ersetzt.Wie schonerwähntwerdenwir zeigen,
daß

µ � Y W X j 
¨� µ�

� Y �

W X j
ª


"� wobeiµ� dasMaßdesFolgenraumsvonT �prob ist �
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Dazuzeigenwir erstzweiLemmata,ausdenendanndieBehauptungganzeinfach
folgt.

De�nition 3.1.2. [Die Projektion p]
FürY ���g� x0 � r 0 
"�M� x1 � r 1 
O�M� x2 � r 2 
"�

����� Lauf in M �E� r 0 � r 1 � r 2 �

�����

�

$

r �

*

r %[
 heißt
p � Y � 
E� x0 � x1 � x2 �

����� die ProjektionvonY � , also

p : � X �




w
�


 Xw
�

Bemerke,daßwir p auchaufendlichePfadevon M � anwendenwerden.Wir mei-
nendanndie offensichtlicheAbbildungp : a k F IN � X � 


k

 a k F INXk

�

Wir zeigenjetzt,daßfür einemessbareTeilmengeA h Xw gilt :

µ � A
�� µ�

� p � 1
� A
�


�

Esgenügtjedoch,diesfür alleBasiszylindervon M zuzeigen.8

Lemma 3.2. Für alle x0 � x1 �

�����

� xn � X � n � IN gilt

µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
�� µ�

� p � 1
� D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
�


�

Beweis: Seienx0 � x1 �

�����

� xn � X undr 0 � r 1 �

�����

� r n � r̃ �

˜̃r aus
$

r �

*

r % . Zuerstwol-
len wir die Mengep � 1

� D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
 bestimmen.Dazubemerkenwir folgen-
des.Sei � y� r̃ 
 ein Zustandin X

�
und � x � y
�� T eineTransitionin M. Danngibt es

genaueineTransition ��� x �

˜̃r 
 � y� r̃ 
�
 in M
�
, dennentwedergilt

� x � X
W X

a X
YW X

. Danngibt esnureinenZustandin M � mit ersterKomponente
gleichx. Oderesgilt

� x � X?. Danngilt ˜̃r � r̃ , d. h. beideZuständemüssenin ihrerzweitenKom-
ponenteübereinstimmen(sieheDe�nition 3.1.1vonT �prob 


�

Dasheißt,daßesfür x
�n �U� xn � r̃ 
 genaueinenPfad x

�0 � x
�1 �

�����

� x
�n in M

�
gibt mit

p � x
�0 � x

�1 �

�����

� x
�n 
�� x0 � x1 �

�����

� xn. Eskannalsoin M
�
höchstenszwei Pfadegeben,

derenProjektiongleichx0 � x1 �

�����

� xn ist.Falls � xn � r 
G� X
�
, soseigr dereindeutige

in � xn � r 
 endendePfad,dessenProjektiongleichx0 � x1 �

�����

� xn ist. Falls � xn �

*

r 
s�

X � , soseig
` r dereindeutigein � xn �

*

r 
 endendePfad,dessenProjektiongleich
x0 � x1 �

�����

� xn ist. Danngilt also

p � 1
� D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
�� �

b xn — r c†F X
ª

D�

� gr

fa �

b xn —

` r czF X
ª

D�

� g
` r




8für detaillierteErklärungsiehe[Bau78]
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Somitist p � 1
� D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
 meßbarim FolgenraumvonM � undesgilt

µ�

� p � 1
� D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
�
�� å
b xn — r c†F X

ª

µ�

� D�

� gr

�
 w å

b xn —

` r c†F X
ª

µ�

� D�

� g
` r


�


Wir zeigenjetzt
µ�

� D�

� gr

�
�� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
s� qxn (3.1)

und
µ�

� D�

� g
` r


�
�� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
s� � 1 � qxn 
O� (3.2)

womit dieBehauptungfolgt.9

Wir zeigen3.1und3.2nunperInduktionübern.

� Induktionsanfang: n � 0.
Fürx0 � X gilt : falls � x0 � r 
A� X

�
, soist gr

��� x0 � r 
 und

µ�

� D�

� gr

�
E� p�0 ��� x0 � r 
�
�� p0 � x0 
 qx0 � µ � D� x0 
�
s� qx0 �

Falls � x0 �

*

r 
A� X � , soist g
` r

�	� x0 �

*

r 
 und

µ�

� D�

� g
` r


�
�� p�0 ��� x0 �

*

r 
�
�� p0 � x0 
 � 1 � qx0 
E� µ � D� x0 
�
N� � 1 � qx0 


�

� Induktionsschritt: seidie Behauptungfür BasiszylinderderLänge Q n be-
wiesen.Seienx0 � x1 �

�����

� xn � xn> 1 � X. Sei

u�0 � u�1 �

�����

� u�n �•� xn> 1 � r 
E� gr und v�0 � v�1 �

�����

� v�n �M� xn> 1 �

*

r 
E� g
` r

Esgilt nun
µ

�
� D

�
� gr


�
E�

µ
�

� D
�

� u
�0 � u

�1 �

�����

� u
�n �•� xn> 1 � r 
�
�
G� µ

�
� D

�
� u

�0 � u
�1 �

�����

� u
�n 
�
s� p

�u
ªn b xn† 1 — r c

�

– u�n
-

� r : �����

�	� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
s� qn 
s� pxnxn† 1
qn† 1
qn

� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn � xn> 1 
�
s� qn> 1 �

10

– u�n 5

-

� r : �����

�	� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
s� � 1 � qn 
�
N� pxnxn† 1
1 � qn† 1
1 � qn

� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn � xn> 1 
�
s� � 1 � qn> 1 


�

9Bemerke,daßfalls esnur ‚ xn . r
ƒ

in X � gibt, soist qxn „

1 undfalls esnur ‚ xn .•3 r
ƒ

in X � gibt,
soist ‚ 1 ‡ qxn ƒ�„

1 …

10Bemerke,daßfalls x . y / X C

ˆ , dannist p�
� x‰ r �

� y‰ r �

„

pxy
„

pxy
1
1 „

pxy
qy
qx

undentsprechenddie
restlichenFälle.
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Weiterhingilt
µ�†� D�z� g

` r

�
��

µ
� � D� � v�0 � v

�1 �

�����

� v
�n �M� xn> 1 �

*

r 
�
�
�� µ
� � D� � v�0 � v

�1 �

�����

� v
�n 
�
s� p

�v
ªn b xn† 1 —

` r c

�

– u�n
-

� r : �����

��� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
s� qn 
s� pxnxn† 1
qn† 1
qn

� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn � xn> 1 
�
N� qn> 1 �

– u�n 5

-

� r : �����

��� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
s� � 1 � qn 
�
N� pxnxn† 1
1 � qn† 1
1 � qn

� µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn � xn> 1 
�
N� � 1 � qn> 1 


�

Somitfolgendie Gleichungen3.1und3.2undderBeweisdesLemmasist fertig.

Mit derAussagedesLemmasfolgt nuninsbesondere:für jedeLTL-Formel j̃
überAPgilt

µ � Y W X j̃ 
�� µ�

� Y �

W X j̃ 


�

Diesliegt daran,daß
p � 1

� Y W X j̃ 
E� Y �

W X j̃ �

Somit habendie ProbabilistischenSystemeTprob und T �prob die gleicheWahr-
scheinlichkeitsverteilungfür LTL-FormelnüberAP. Esgilt alsoauch

µ � Y W X j 
E� µ�

� Y �

W X j 
 (3.3)

für dieFormelj ausunsererKonstruktion.Um diegewünschteEigenschaftunse-
rerKonstruktionnachzuweisen,müssenwir alsonochzeigen,daß

µ�

� Y �

W X j 
N� µ�

� Y �

W X j
ª




11

gilt. Diesist abergewährleistet,wenngilt

µ�

� Y �

W X Xk
b f Uy c


�� µ�

� Y �

W X Xkr 
 ? k � IN �

wennalsofür allek � IN undeinenLaufY
�

� x
�0 � x

�1 � x
�2 �

����� mit Wahrscheinlichkeit
1 gilt: x

�k
-

� r gdw x
�k � x

�k> 1 �

�����

-

� f Uy . AufgrundderTatsache,daß

Y �

W X Xkj̃ � �

x
ª0 —������ x

ªk K 1 F X
ª

D�

� x�0 �

����� x�k � 1 
 Y �

W X j̃

mussdieseEigenschaftnur für k � 0 gezeigtwerden.Genaudiesleistetdasfol-
gendeLemma.

11j � bezeichnetedieFormelüberAP� dieausj entsteht,indemmanalleVorkommenvon f Uy
durchr ersetzt.
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Lemma 3.3.
µ�

� Y �

W X

b f Uy c


N� µ�

� Y �

W X r 


Beweis: EsgeltenfolgendedisjunkteVereinigungen:

Y �

W X r � � Y �

W X f Uy
e

Y �

W X r 
@a � Y �

W X2`

b f Uy c

e

Y �

W X r 
 (3.4)

und
Y �

W X f Uy � � Y �

W X f Uy
e

Y �

W X r 
fa � Y �

W X f Uy
e

Y �

W XZ` r 


� (3.5)

Falls also

µ�

� Y �

W XZ`

b f Uy c

e

Y �

W X r 
�� 0 und µ�

� Y �

W X f Uy
e

Y �

W X2` r 
�� 0 �

sofolgt mit 3.4und3.5dieBehauptung.SeiFair
�
dieMengeallerLäufein M

�
, die

in einerergodischenMengevon M � endenund jedenZustandvon dieserMenge
unendlichoft besuchen.Wir wissenvonAbschnitt1.3.2aufSeite21,daßµ�

� Fair �



gleich1 ist, daßalsodasKomplement
*

Fair eineNullmengeist.

� µ�
� Y �

W XZ`

b f Uy c

e

Y �
W X r 
N� 0 : wir zeigen

Y �

W X2`

b f Uy c

e

Y �

W X r h

*

Fair
e

Y �

W X r �

worausdie Behauptungfolgt. SeialsoY
�

� x
�0 � x

�1 �

�����

� Y
�

W XZ`

b f Uy c

e

Y
�

W X r ,
somitgilt x

�0
-

� r , alsox
�0 �	� x0 � r 
 . Esgibt nunzweiMöglichkeiten:

– x0 � X
W X

: seiM �

X ˆ ‰

derTeilgraphvon M � , dervon denZuständenvon

M
�
induziertwird, derenersteKomponentein X W X liegt. Dannist M

�

X ˆ ‰

isomorphzu demvonX W X induziertenTeilgraphenvonM (sieheKon-
struktionvon M

�
(De�nition 3.1.1,Seite80)). Wir wissenja, daßY

�

*

� f Uy 
 erfüllt undwollen zeigen,daßY
�

5� Fair gilt. Bemerke dazu
folgendes:alleZuständevonM �

X ˆ ‰

erfüllenentweder� f
)

*

y 
 odery ,

dadie ersteKomponentedieserZuständein X
W X

liegt. Ausserdemgilt
für alle Transitionen� x�

� y�

 in M � , die ausM �

X ˆ ‰

herausführen,daßx�

dieFormely erfüllt.12 Somitgilt: jederin x�0 beginnendeLauf vonM � ,
der M �

X
ˆ ‰

verlässt,erfüllt die Formel f Uy . Darausfolgt, daßY � den
TeilgraphenM �

X
ˆ ‰

nie verlässt.Nun gilt aberfür jedeergodischeMen-

gein M �

X ˆ ‰

, daßdieseauchZuständeenthält,die y erfüllen.b

•

c Würde

12sieheSchritt3 zurPartitionierungvonX aufSeite74
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Y � � Fair gelten,sowürdeY � in einersolchenergodischenMengeen-
denundjedenihrer Zuständeunendlichoft durchlaufen.Somitwürde
Y

�

-

� f Uy gelten,waseinWiderspruchist. Also folgt Y
� 5� Fair.

Zu b

•

c : Sei C
�

eineergodischeMengevon M
�

X ˆ ‰

undC die Projekti-
on vonC

� auf die ersteKomponentedererZustände.Dannist C auch
ergodischeMengevon demvon X

W X

induziertenTeilgraphenvon M.
AngenommenC enthältkeinenZustand,dery erfüllt. Dannsindalso
alleZuständevonC in Schritt3 aufSeite74X

W X

zugeteiltworden.So-
mit gibt eskeineNachfolgervonC, dienicht in X

W X

liegen.DannistC
aberergodischeMengevonM, waseinWiderspruchzuC h X

W X

ist.

– x0 � X? : betrachtedenvonderZustandsmengeX?
r �

$

� x � r 


-

x � X?
%

induziertenTeilgraphenM �

X?
r

von M � . Dannist M �

X?
r

isomorphzu dem

von X? induziertenTeilgraphenMX? von M und esgilt: alle Transi-
tionen,die ausM �

X?
r

hinausführen,führenzu einemZustandvon M �

X ˆ ‰

(sieheKonstruktionvonM
�
). AusserdementhältM

�

X?
r

keineergodische

Mengevon M � . b

•Ú•

c Falls alsoY � die MengeX?
r nicht verlässt,sokann

Y � zwar in eineergodischeMengevon M � hineinlaufen,aberauf kei-
nenFall alleZuständedieserMengeunendlichoft durchlaufen.Somit
gilt Y

�
5� Fair.

FallsaberY
�
dieMengeX?

r verlässt,soseix�i derersteZustandvonY
�
,

dernicht in X?
r enthaltenist. Wir wissen,daßgilt:

$ x� j
-

�	� f
)

*

y 
"� j � 0 � 1 �

�����

�M� i � 1


$ xi � M �

X ˆ ‰

DaY
�

5

-

��� f Uy 
 , folgt xi �
�

� x
�i > 1 �

�����

5

-

��� f Uy 
 . Dannwissenwir aber
ausdem schonbehandeltenTeil, daßxi �

�
� x

�i > 1 �

�����

5� Fair. Daraus
folgt nunY

�
5� Fair.

Zu b

•Ú•

c : AngenommenC� ist ergodischeMengevon M � undC� h X?
r .

DannistC� auchergodischeMengevonM �

X?
r
. SeiC dieProjektionder

Zuständevon C auf derenersteKomponente.Dann ist C h X? und
C ist ergodischeMengevon MX?. Somit gibt es keine Transitionen
vonC nachX?. Esgibt aberauchkeineTransitionenvonC nachX W X ,
da es sonsteine entsprechendeTransitionin M

�
gäbeund C

�
somit

keineergodischeMengevonM
�
wäre.DasistabereinWiderspruch,da

nämlichdanndieZuständevonC zuX
YW X

hinzugefügtwordenwären.
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� µ�r� Y � W X f Uy
e

Y � W X2` r 
E� 0 : wir zeigen

Y �

W X f Uy
e

Y �

W XZ` r h

*

Fair
e

Y �

W XZ` r �

worausdie Behauptungfolgt. Sei alsoY � � x�0 � x�1 �

�����

� Y � W X f Uy
e

Y � W X2` r ,
somitgilt x�0

-

�

*

r , alsox�0 ��� x0 �

*

r 
 . Esgilt nun: x0 � X?.

– SeiM �

X Šˆ ‰

derTeilgraphvon M
�
, dervon denZuständenvon M

�
indu-

ziert wird, derenersteKomponentein X
YW X

liegt. Dann ist M �

X Šˆ ‰

iso-

morph zu dem von X
YW X

induziertenTeilgraphenvon M (sieheKon-
struktionvonM � (De�nition 3.1.1,Seite80)).Bemerkefolgendes:alle
ZuständevonM �

X Šˆ ‰

erfüllenentweder� f
)

*

y 
 oder �

*

f
)

*

y 
 , dadie

ersteKomponentedieserZuständein X
YW X

liegt.Ausserdemgilt für alle
Transitionen� x

�
� y

�

 in M

�
, die ausM

�

X Š
ˆ ‰

herausführen,daßx
�
die For-

mel
*

f
)

*

y erfüllt, daalleNachfolgereinesZustandesderin Schritt
2 aufSeite74 zuX YW X hinzugefügtwurde,wiederumin X YW X liegen.So-
mit gilt für alle in einemZustand� x �

*

r 
"� x � X YW X beginnendenLäufe,
daßdiesedie Formelf Uy nicht erfüllen.Darausfolgt, x0 5� X YW X , also
x0 � X?.

– x0 � X? : betrachtedenvon derZustandsmengeX?
` r �

$

� x �

*

r 


-

x �

X?
% induziertenTeilgraphenM �

X?
§ r

von M � . Dann ist M �

X?
§ r

isomorph

zu dem von X? induziertenTeilgraphenMX? von M und esgilt: al-
le Transitionen,die ausM

�

X?
§ r

hinausführen,führenzu einemZustand

vonM �

X Š
ˆ ‰

(sieheKonstruktionvonM � ). Darausfolgt, daßY � dieMenge
X?

` r nie verlässt,daY � sonstaufgrunddesobengezeigtenf Uy nicht
erfüllenwürde.Nun gilt auchhier, daßM �

X?
§ r

keineergodischeMenge

von M � enthält.b • • •

c Also kannY � zwar in eineergodischeMengevon
M � hineinlaufen,aberauf keinenFall alle ZuständedieserMengeun-
endlichoft durchlaufen.Somitgilt Y �

5� Fair.
Zu b

•Ú• •

c : AngenommenC� ist ergodischeMengevonM � undC�4h X?
` r .

DannistC� auchergodischeMengevonM �

X?
§ r

. SeiC dieProjektionder

ZuständevonC auf derenersteKomponente.Dannist C h X? undC
ist ergodischeMengevon MX?. Somitgibt eskeineTransitionenvon
C nachX?. Es gibt aberauchkeineTransitionenvon C nachX

YW X

, da
essonsteineentsprechendeTransitionin M � gäbeundC� somit kei-
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neergodischeMengevon M � wäre.Dasist aberein Widerspruch,da
nämlichdanndieZuständevonC zuX

W X

hinzugefügtwordenwären.

Nunhabenwir alleswaswir brauchen,umzuzeigen,daßunsereKonstruktion
denWertderWahrscheinlichkeit, daßM die Formelj erfüllt, erhält.

Satz3.1.
µ � Y W X j 
E� µ�

� Y �

W X j
ª




Beweis: Da M und M � auf denErfülltmengenvon LTL-FormelnüberAP die
gleicheWahrscheinlichkeitsverteilunghaben,folgt Gleichung3.3,also

µ � Y W X j 
�� µ�

� Y �

W X j 


�

Weiterhingilt mit Lemma3.3 für alle Läufe von M
�
in jedemSchritt mit Wahr-

scheinlichkeit 1 � f Uy ‹ r 


� Somiterhaltenwir

µ�

� Y �

W X j 
E� µ�

� Y �

W X j
ª


"�

undderBeweisist vollständig.

3.2 Konstruktion für den “Next Step”-Operator

Die KonstruktionzurEliminationeines“Next Step”-Operatorsgehtanalogzuder
ebenbehandelten.Gegebenein ProbabilistischesProgrammTprob �i� M � AP� L 


undeineLTL-Formel j überAP. SeiXf eine“temporalinnerste”Teilformelvon
j , d. h. f enthältkeine temporalenOperatoren,bestehtalso nur ausatomaren
AussagenundBoolschenOperatoren.Auch hier werdenwir ein neuesProbabili-
stischesProgrammT

�prob konstruieren,dessenMengeAP� deratomarenAussagen
ausAP undeinerneuenatomarenAussager besteht.Sei j � die Formel,die aus
j entsteht,indemmanjedesVorkommenvon Xf durchr ersetzt.Es wird dann
gelten:

µ � Y W X j 
!� µ�

� Y �

W X j
ª




�

Zuerstwerdenwir wie gewohntdieZuständedesProbabilistischenProgrammsin
drei disjunkteMengenX

W X

� X
YW X

� X? aufteilen.X
W X

wird die Zuständex enthalten,
für die alle in x beginnendenechtenLäufedie FormelXf erfüllen.Entsprechend
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wird X
YW X

die Zuständex enthalten,für die alle in x beginnendenechtenLäufedie
FormelXf erfüllen.In X? sinddie Zuständex, für die ein in x beginnenderLauf
die FormelXf mit Wahrscheinlichkeit r � 0

•

r
•

1 erfüllt. Da der “Next Step”-
OperatoreinelokaleEigenschaftbeschreibt,ist dieseUnterteilungsehreinfach.

� X
W X

�

$

x � X
-

� x � y
�� T 
 y
-

� f %

� X
YW X

�

$

x � X
-

� x � y
�� T 
 y 5

-

� f %

� X?
�

$

x � X
-

6�� x � y1 
"�M� x � y2 
A� T : y1
-

� f
)

y2 5

-

� f % � X P � X W X

a X YW X




Wie zuvor seifür x � X qx die Wahrscheinlichkeit, daßein in x beginnenderLauf

die FormelXf erfüllt. Also qx � µx
� Y W X Xf 
s�

µ b Y
ˆ ‰

Xf c

p0 b xc

�

13 Wie die Unterteilung
von X ist die Berechnungder qx aufgrundder Tatsache,daßder “Next Step”-
OperatoreinelokaleEigenschaftbeschreibtauchsehreinfach.Offensichtlichgilt:

qx � å
y ~ X
y W X f

pxy � W

X�Y

1 : x � X W X

0 : x � X
YW X

� � 0 � 1
 : x � X?

Z�[

\

(3.6)

Die Konstruktion

Die Konstruktionin diesemFall ist sehrähnlichzu der im vorigenFall. Wir de-
�nieren uns ein neuesProbabilistischesProgrammT �prob � � M � � AP�

� L �ç
 , wobei
AP�

� AP a r mit r 5� AP. r wird hier für die Teilformel Xf stehen.Die Zu-
ständevon M � sind von der Form � x � r 
 , falls x � X

W X

, � x �

*

r 
 , falls x � X
YW X

und
� x � r 
O�M� x �

*

r 
 , falls x � X?. Ein Zustand� x � r 
 erfüllt dieselbenatomarenAussa-
genwie x und zusätzlichauchnochr . Ein Zustand � x �

*

r 
 erfüllt nur dieselben
atomarenAussagenwie x. Die TransitionenundderenWahrscheinlichkeitenwer-
densode�niert, daßwir folgendeBedeutungerhalten.Die Wahrscheinlichkeit für
einenin � x � r 
 beginnendenLauf ist gleich der Wahrscheinlichkeit, daßein in x
beginnenderLauf Xf erfüllt. Genauerimpliziert jedeTransition � x � y
 ausM ein
oderzweiTransitionenin M

�
. Wir de�nierendieTransitionswahrscheinlichkeit für

eineTransition ��� x � r 1 
"�M� y� r 2 
�
L� T
�

� r 1 � r 2 �

$

r �

*

r % als die Wahrscheinlich-
keit, daßfür einenin x beginnenderLauf Y � x � x1 � x2 �

����� von M gilt, daßx1 � y
undx1 � x2 �

����� erfüllt r 2 unterder Voraussetzung,daßY r 1 erfüllt (wobeihier r
für Xf und

*

r für
*

� Xf 
 stehen).Formalsiehtdassoaus:

13sieheBemerkung4 aufSeite18
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De�nition 3.2.1.SeiT �prob �f� M � � AP�

� L �ç
 mit M � �@� X � � T �z� p�z� p�0 
 folgendesPro-
babilistischeProgramm.

� AP�

� AP a

$

r %C� r 5� AP

� X � �

$

� x � r 


-

x � X
W X

a X?
% a

$

� x �

*

r 


-

x � X
YW X

a X?
%

� L � � x � r 
�� L � x
xa

$

r %

L �r� x �

*

r 
N� L � x


� p�0 ��� x � r 
�
�� p0 � x
 qx )

p�0 ��� x �

*

r 
�
�� p0 � x
 � 1 � qx 


� Im folgendengelter 1 � r 2 �

$

r �

*

r % . SeiT � die kleinsteTeilmengevon T,
die folgendeEigenschaftenerfüllt: für alle � x � y
�� T gilt

– x � y � X
W X

a X
YW X

��j ��� x � r 1 
O�M� y� r 2 
�
A� T �

Bemerke,daßnureineTransitionin T � eingefügtwird.
Wir de�nieren p�

b x — r 1 crb y— r 2 c

� pxy.

– x � X
W X

a X
YW X

)

y � X?
��j ��� x � r 1 
"�M� y� r 
�
 und ��� x � r 1 
O�M� y�

*

r 
�
N� T �

Bemerke,daßr 1 eindeutigist.
Wir de�nieren p

�

b x — r 1 c†b y— r c

� pxyqy

p�

b x — r 1 c†b y—

` r c

� pxy � 1 � qy 


�

– x � X?
)

y � X
W X

a X
YW X

:
$ y

-

� f
��j ��� x � r 
"�•� y� r 1 
�
A� T

�

Bemerke,daßr 1 eindeutigist.
Wir de�nieren p

�

b x — r crb y— r 1 c

�

pxy
qx

.
$ y 5

-

� f
��j ��� x �

*

r 
"�M� y� r 1 
�
�� T �

Wir de�nieren p�

b x —

` r crb y— r 1 c

�

pxy
1 � qx

.

– x � y � X? :
$ y

-

� f
��j ��� x � r 
"�•� y� r 
�
 und ��� x � r 
"�M� y�

*

r 
�
N� T �

Wir de�nieren p
�

b x — r crb y— r c

� pxy
qy
qx

p�

b x — r crb y—

` r c

� pxy
1 � qy

qx
�
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$ y 5

-

� f
��j ��� x �

*

r 
"�M� y� r 
�
 und ��� x �

*

r 
"�M� y�

*

r 
�
N� T �

Wir de�nieren p
�

b x —

` r crb y— r c

� pxy
qy

1 � qx

p�

b x —

` r c†b y—

` r c

� pxy
1 � qy
1 � qx

�

Das weitereVorgehenist nun analogzu dem in Abschnitt 3.1. Sei also j �

diejenigeFormel, die aus j entsteht,indem alle Vorkommenvon Xf durch r
ersetztwerden.Auch in diesemFall werdenwir zeigen,daß

µ � Y W X j 
¨� µ�

� Y �

W X j
ª




geltenwird, wobeiµ� dasMaß desFolgenraumsvon T �prob ist. Dafür zeigenwir
wie im Fall für den“Until”-Operator 2 Lemmata,ausdenendie obigeGleichung
leicht folgt.

Zuerstzeigenwir also,daßfür einemessbareTeilmengeA h Xw gilt :

µ � A
�� µ�

� p � 1
� A
�


�

14

Esgenügtjedoch,diesfür alleBasiszylindervonM zuzeigen.15

Lemma 3.4. Für alle x0 � x1 �

�����

� xn � X � n � IN gilt

µ � D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
�� µ�

� p � 1
� D� x0 � x1 �

�����

� xn 
�
�


�

Beweis: DieserBeweisgehtanalogzu demBeweisvon Lemma3.2,Seite,82
undwird hiernichtangegeben.

Mit derAussagedesLemmasfolgt nuninsbesondere:für jedeLTL-Formel j̃
überAP gilt

µ � Y W X j̃ 
N� µ�

� Y �

W X j̃ 


�

Diesliegt daran,daß
p � 1

� Y W X j̃ 
E� Y �

W X j̃ �

Somit habendie ProbabilistischenSystemeTprob und T
�prob die gleicheWahr-

scheinlichkeitsverteilungfür LTL-FormelnüberAP. Esgilt alsoauch

µ � Y W X j 
E� µ�

� Y �

W X j 
 (3.7)

14Die Projektionp wurdein Abschnitt3.1ausSeite82de�niert.
15FürdetaillierteErklärungensiehe[Bau78].
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für dieFormelj ausunsererKonstruktion.Um diegewünschteEigenschaftunse-
rerKonstruktionnachzuweisen,müssenwir alsonochzeigen,daß

µ�

� Y �

W X j 
E� µ�

� Y �

W X j
ª




gilt. Diesist abergewährleistet,wenngilt

µ�

� Y �

W X XkXf 
E� µ�

� Y �

W X Xkr 
 ? k � IN �

wennalsofür allek � IN undeinenLaufY � � x�0 � x�1 � x�2 �

����� mit Wahrscheinlichkeit
1 gilt: x�k

-

� r gdw x
�k � x

�k> 1 �

�����

-

� Xf . AufgrundderTatsache,daß

Y �

W X Xkj̃ � �

xª0 —������ xªk K 1 F X
ª

D�

� x�0 �

����� x�k � 1 
 Y �

W X j̃

mussdieseEigenschaftnur für k � 0 gezeigtwerden.Genaudiesleistetdasfol-
gendeLemma.

Lemma 3.5.
µ�

� Y �

W X Xf 
E� µ�

� Y �

W X r 


Beweis: Diesfolgt sehreinfachwie angegeben.

µ�

� Y �

W X r 
!�

µ�•Œ Ž

�

x F X
ª

— x W X r

D�

� x
7• • �

å
b x — r c†F X

ª

p�0 ��� x � r 
�
!�

å
x F X ˆ ‰

p0 � x

w å

x F X?

p0 � x
D; qx �

16

å
x F X ‘

p0 � x
D; å
y F X — y W X f

pxy’

µ � Y W X Xf 
¨�

17

µ�

� Y �

W X Xf 


�

16SieheGleichung3.6,Seite89, ausder folgt: qx
„

å y “ X ‰ y C

ˆ f pxy
„

1, bzw. 0, falls x / X C

ˆ ,
bzw. x / X ”

C

ˆ .
17wegenLemma3.4
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Nunhabenwir alleswaswir brauchen,umzuzeigen,daßunsereKonstruktion
denWertderWahrscheinlichkeit, daßM die Formelj erfüllt, erhält.

Satz3.2.
µ � Y W X j 
E� µ�

� Y �

W X j
ª




Beweis: Da M und M � auf denErfülltmengenvon LTL-FormelnüberAP die
gleicheWahrscheinlichkeitsverteilunghaben,folgt Gleichung3.7,also

µ � Y W X j 
N� µ�

� Y �

W X j 


�

Weiterhingilt mit Lemma3.5 für alle Läufevon M � in jedemSchritt mit Wahr-
scheinlichkeit 1 � Xf ‹ r 


� Somiterhaltenwir

µ�

� Y �

W X j 
�� µ�

� Y �

W X j
ª


"�

undderBeweisist vollständig.

Wir habenalsogesehen,wie manschrittweisedie temporalenOperatorenaus
derFormelj entfernenkann.

3.3 Der Algorithmus

Bevor wir nundendiesemVorgehenentsprechendenAlgorithmuszurBerechnung
vonµ � Y W X j 
 angeben,folgt nocheineDe�nition.

De�nition 3.3.1.
GegebeneinProbabilistischesProgrammTprob �o� M � AP� L 
 undeineLTL-Formel
j überAP. Seiy einetemporalinnersteTeilformel von j , d. h. y enthaltegenau
einentemporalenOperator. Fallsnuny einen“Next Step”-Operatorenthält,dann
bezeichne

Ty � Tprob 


dasin Abschnitt3.2konstruierteProbabilistischeProgrammT
�prob ausDe�nition

3.2.1,Seite90 und
Ty � j 


die dazugehörigein Abschnitt3.2ausj konstruierteLTL-Formelj � .
Falls abery einen“Until”-Operatorenthält,dannbezeichne

Ty � Tprob 
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dasin Abschnitt3.1konstruierteProbabilistischeProgrammT �prob ausDe�nition
3.1.1,Seite80und

Ty � j 


diedazugehörigein Abschnitt3.1ausj konstruierteLTL-Formel j
�
.

Algorithmus 2 Grundideeeinesquantitativen probabilistischenModelchecking
AlgorithmusohneBuechi-Automaten

� Eingabe : gegeben sei ein ProbabilistischesProgramm T 0
prob �

� M � AP� L 
 undeineLTL-Formelj 0 überAP

� Ausgabe: ausgegebenwird derWertµ � Y
W X j 0 


seik dieAnzahlantemporalenOperatorenvon j 0;
FOR i � 1 � 2 �

�����

� k DO
seiy einetemporalinnersteTeilformelvon j i � 1

T i
prob � Ty � T i � 1

prob 


j i
� Ty � j i � 1




OD
(* j k enthältalsokeinetemporalenOperatoren*)
berechnedieMengeA derZuständevonT k

prob, die j k erfüllen;
gib denWert å x F A pk

0 � x
 aus;

Die KorrektheitdesangegebenenAlgorithmusfolgt sofortausSatz3.1,Seite
88undSatz3.2,Seite93.

Wir wollen unsjetzt Gedankenzur LaufzeitdesAlgorithmusmachen.Wenn
k die Anzahlan temporalenOperatorenderFormel j 0 ist, sowird derAlgorith-
musalsok-mal entwederdie KonstruktionausAbschnitt3.1 oderAbschnitt3.2
durchführen.Aus diesenAbschnittenwissenwir, daß

-

T i
prob

-

Q 2 ;

-

T i � 1
prob

-

� i � 1 � 2 �

�����

� k

gilt (sieheDe�nitionen 3.1.1und3.2.1).Somitgilt

-

T k
prob

-

Q 2k
;

-

T 0
prob

-

�
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Betrachtenwir jetztdieLaufzeiteinesKonstruktionsschritts.Wir werdenhiernur
die Konstruktionfür den “Until”-Operator betrachten.Bemerke, daßdie Kon-
struktionfür den“Next Step”-Operatoreinfacherist und auchwenigerLaufzeit
benötigt.Sei also f Uy die Teilformel von j , die eliminiert werdensoll.18 Als
ersteswerdendie ZuständedesgegebenenProbabilistischenProgramsTprob in
drei disjunkteMengenX

W X

� X
YW X

� X? aufgeteilt.Dies geschiehtwie folgt : (siehe
Algorithmus3, Seite96)

Daßder Algorithmuskorrekt arbeitet,ist relativ einfachzu sehen.Man be-
achte,daßdiestarkenZusammenhangskomponentenvonH in ihrerumgekehrten
topologischenReihenfolgebearbeitetwerden,d. h. , wenndie KnoteneinerSCC
bearbeitetwerden,so sind alle ihre Nachfolgerschonzu X W X oderX YW X oderX?

zugeteiltworden.
Seit �

-

f Uy
-

. Wir bemerkennun,daßdieMengenXf undXy in ZeitO� t ;

-

T
-




berechnetwerdenkönnen.Die SCCsvon H könnenlinear in der Größevon H
berechnetwerden(siehe[JU94]),alsoauf jedenFall in Zeit O�

-

T
-


 .
Da nachder Berechnungder MengenX

W X

� X
YW X

und X? die Konstruktiondes
neuenGraphennur noch linear in

-

Tprob
-

ist, folgt : der Graphvon T i
prob kann

alsoausdemGraphenvonT i � 1
prob in Zeit O� ti � 1 ;

-

T i � 1
prob

-


 konstruiertwerden,wobei
ti �

-

j i
-

. Danun
-

T i
prob

-

Q 2i
;

-

T 0
prob

-

folgt durchAufsummierendesZeitaufwandsfür jedenSchritt,daßderGraphvon
T k

prob ausdemGraphenvonT 0
prob in Zeit

O� t ; 2k
;

-

T 0
prob

-




mit t � maxi X 0 — 1 —������ —¬b k � 1c

ti konstruiertwerdenkann.Mit t
w

k Q

-

j
-

w
1 folgt : Der

GraphvonT k
prob kannausdemGraphenvonT 0

prob in Zeit

O� 2
W j W

;

-

T 0
prob

-




konstruiertwerden.
Darausfolgt, daßmanqualitativesLTL-Model Checkingin Zeit

O� 2
W j W

;

-

T 0
prob

-




18Beachte,daßf undy aussagenlogischeFormelnüberderMengederatomarenAussagendes
gegebenenProbabilistischenProgrammssind.

95



Algorithmus 3
� Eingabe : gegeben sei ein ProbabilistischesProgramm Tprob �

� M � AP� L 
 und eineLTL-Formel f Uy , wobei f und y keinetempora-
len Operatorenenthalten

� Ausgabe: ausgegebenwerdendie MengenX
W X

� X
YW X

� X?, diewie in Ab-
schnitt3.1de�niert sind

X W X

� X YW X

� X?
�

/0;
berechneXf �

$

x � X : x
-

� f % ;
berechneXy �

$

x � X : x
-

� y % ;
X

W X

� Xy

X YW X

� X PB� Xf a Xy 


(* seiH derTeilgraphdeszugrundeliegendenGraphenvon Tprob, dervon der
ZustandsmengeXf P Xy induziertwird *)
berechnedie starken Zusammenhangskomponenten(SCCs)C1 �

�����

� Cn von H
undordnediesetopologisch;
(* seiCi1 �

�����

� Cin einetopologischeSortierung*)
FOR j � n �M� n � 1
"�

�����

� 1 DO
IF alleKanten,dieausCi j hinausführen,führennachX

YW X

THEN
X YW X

� X YW X

a Ci j ;
ELSE

IF alleKanten,dieausCi j hinausführen,führennachX
W X

undesgibt min-
destenseinesolcheKanteTHEN

X
W X

� X
W X

a Ci j ;
ELSE

X?
� X?

a Ci j ;
FI

FI
H � H P Ci j ;
(* entfernealsoalleZuständevonCi j unddamitinzidenteKantenausH *)

OD
gib X W X

� X YW X

� X? aus;
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durchführenkann(manmussnachder KonstruktiondesGraphenvon T k
prob nur

nochüberprüfen,ob alle Anfangszuständedie aussagenlogischeFormelj k erfül-
len.

Wie hoch ist der Aufwandbeim quantitativen LTL-Model Checking?Dazu
müssenwir in jedemSchrittnebendemGraphenvonT i

prob auchnochdie Transi-
tionswahrscheinlichkeitenvonT i

prob ausrechnen.Wir habengesehen,daßwir die-
seim FallederKonstruktionfür den“Until”-OperatordurchLöseneineslinearen
Gleichungssystemsin derGrößederAnzahlderKnotenvon T i � 1

prob erhaltenkön-

nen.19 Diesbedeutet,daßin jedemSchrittnocheinAufwandvonO� poly �

-

T i � 1
prob

-


�


hinzukommt, was dazuführt, daßman den Gesamtaufwand zum erstellenvon
T k

prob ausT 0
prob durch

O� 2Ob

W j 0
W

c

; poly �

-

T 0
prob

-


�


abschätzenkann.Dasberechnender MengeA und desWerteså x F A pk
0 � x
 fällt

dannnichtmehrinsGewicht.
Esgilt also,daßwir denWert

µ � Y
W X j 0 


mit einemZeitaufwandberechnenkönnen,derexponentiellin derLängederFor-
mel j 0 ist undpolynomiell in derGrößedesSystemsT 0

prob.

Zusammenfassendkann man also sagen,daßdie Zeitkomplexität der Methode
ohneBuechi-Automatennureinfachexponentiellin derFormellängeist, während
die Zeitkomplexität der Methodemit Buechi-Automatendoppeltexponentiellin
derFormellängeist. Die Zeitkomplexität beiderMethodenist zudempolynomiell
in derGrößedesgegebenenSystems.

19Bemerke, daß wir die Transitionswahrscheinlichkeiten im Falle der Konstruktionfür den
“Next Step”-Operatorsofortangebenkonnten.
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