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Kapitel 1

Einleitung

HeutzutagespielenComputersystemeineimmer gréRerwerdendeRolle in un-
seremAlltagslebenIn fastjedemBereichwerdenComputereingesetztseienes
elektronischeéBremsassistentein Autos, Geldautomatemwderelektronischese-
ratein der Intensvmedizin.Diesedrei Beispielezeigendie Notwendigleit auf,
daRRsolcheSystemeauchkorrektarbeitermissen/sollenledochist derNachweis
der Funktionstiichtigkit, die Systemwalidierung,keineeinfacheAufgabe.Sieist
unterUmsténdergarnichtmoglich.Esist z. B. ausder Komplexitatstheoriebe-
kannt,dal3eskeinenAlgorithmus(alsokein vollautomatische¥erfahren)geben
kann,dalRentscheidetpb ein beliebigesComputerProgramm(z. B. in C oder
JAVA geschriebenferminiert,odernicht.

Die ammeistergenutzterTechnilensind Testerund Simulation.Die Simula-
tion wird an einemabstrakterModell des Systemsdurchgefiihrtgetestetwird
danndas eigentlicheEndprodukt.Bei einem Computerchipkénnte das Testen
z. B. soausseherjalimanangewissenStellendesfertigenChipsein Signalan-
legt unddie resultierendetsignaleanandererPunktendesChipsabliestund mit
dengewlnschterErgebnissewemleicht.FallsderChip z. B. 50 Eingabepinde-
sitzt, so hattemanalso2°° verschiedenendglicheEingabebelgungenzu testen.
Man siehtalso,dalR3espraktischunmaoglichist, alle Belegungernzu testenDeswe-
genkdnnendurchSimulationund Testerzwar Fehlerentdecktiwerdenabernicht
die FehlerfreiheieinesSystemgyarantierwerden.

Eine Moglichkeit, ein gegebenessystemzu validieren,ist, durchdeduktves
Argumentiererdie gewiinschtergEigenschaftenlesSystemaiachzuweiserDies
wurde friher von handgemachtDa die Systemammer komplexer und gréf3er
werdenjst diesheutefastnichtmehrméglich.Esgibt zwar Programmedie einem
dabeihelfen,jedochforderndieseeinegewisseVorbildungdesBenutzerainddie
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Validierungist sehrzeitintensy.

Es ware also schon,wenn es vollautomatische/erfahrengabe,die gewisse
Eigenschaftewon Systememachweiserkdnnten.Anfangder 80erJahrewurde
dassogenannté/lodel Cheding entwickelt (siehe[CIEm81]), dasgenaudieses
kann,d. h. gegentibedenandererverfahrenfolgendeVorteile hat:

Im Gegensatzu Testenund SimulationkannModel Checkingdie Fehler
freiheiteinesSystementwurfgarantieren.

Bei einemSystem,dasdie gewiinschterAnforderungemicht erfullt, gibt
Model CheckingdemBenutzereinenFehlerhinweis.

Vemlichenmit denmanuellerund halbautomatischeveri kationssmetho-
denist Model Checkingsehref zient undkostenginstigind erfordertkei-
nenfachkundigerBenutzer

Beim Model Checkingwurdenfriher die gegebenenSystemedurch gerichtete
Graphendagestellt,in denendie Knotenmit gewissenEigenschaftemmarkiert
sind.Die KnotendesGrapherreprasentieredie verschiedeneZustandein de-
nen sich das Systembe nden kann, und die Kanten stehenfur die méglichen
Ubeigangezwischenzwei ZustandenDie zu tberpriifendeEigenschafivird als
Formel einertemporalerLogik daigestellt.Es gibt verschiedensolchertempo-
ralenLogiken, mit denenmanunterschiedlich&igenschaftefiormulierenkann.
Fur die Industrieblieb Model Checkingjedocheinige Jahreuninteressantyeil
industrielle Systemezu grofl3 waren,um mit herkdmmlichenModel Checking
Tools behandelzu werden.Dies andertesich jedoch,als Ken McMillan Ende
der80erJahreSystemanit Hilfe von BinarenEntscheidungsgrapheymbolisch
darstellte(siehe[McMi93]). Eswurdedannschnellmoéglich, Systemanit bis zu
10%° Zustanderdarstellenund Model Checkingmit diesenzu betreiben(siehe
[BCM+92]). Bis heutewurdendieseTechnilenimmer weiter verbessertind er-
weitert, so daResheutemdglich ist, Systemebis zu 10120 Zustanderbehandeln
zu konnen.Mc Millan entwickelte als Teil seinerDissertationdensymbolischen
Model Checler SMV, welcherseitdemimmer weiter entwickelt und verbessert
wurde.Mit SMVkonntez. B. im Nachhineinder Anfangder90erJahreberihmt
gewordeneFehlerim INTEL PentiumDividierer nachg&iesenwerden.Dieser
HardwareFehlerhatteeinen nanziellen Verlustvonrund475Mio US Dollar zur
Folge.

Heutzutageast essogarin gewissenFallen méglich, unendlichgroReSyste-
me zu modelcheclen.Dieserreichtmanz. B. , indemmandasgegebeneSystem
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durcheinegeeigneté\quivalenzrelationeilt, sodaRdie gewiinschterEigenschaf-
tenerhalterbleiben.

ProblemeganzandererArt stellensichbei ProbabilistischeisystemenDiese
kommenz. B. in der Kommunikationstechnikor. Man stellesich ein einfaches
Sender/Empfangeviodell vor, bei demder Nachrichtenaustausciberein nicht
sicheredMediumverlauft,d. h. , einegesendet&achrichtgehtmit einerpositi-
venWahrscheinlichkitverloren Auch hierwurdenModel CheckingAlgorithmen
entwickelt, die esermdglichenAnforderungerwie

“Mit W'k eit 1 erftllt ein gegebenesystemeinegewisseEigenschatft”

zu tberprtfen.

Weitausbedeutsamesind jedochquantitatve Analysen,die esz. B. ermdg-
lichen, die Wahrscheinlichkit fir dasAuftreteneinesEreignissezu berechnen.
InsbesonderkdnnenalsoAnforderungerderArt

“Mit W'keit p erflllt eingegebenesSystemeinegewisseEigenschaft”

Uberpriftwerden(p 0 1).

Diese Eigenschafterwerdenin der sogenannteinear Time Logik formuliert.
Wir werdenm VerlaufdieserArbeit zweiModel CheckingAlgorithmenflr obige
Problemstellundierausarbeitennd auchderenZeitkomplexitat betrachtenAls
Grundlagedafirdienenunsdie Artikel [CoYa88]und[CoYa95].Esist hier noch
zuerwdhnengdal3dashier behandelté’roblemP SPACE hartist (siehe[Va85]).

1.1 Veri kationsmethoden

1.1.1 Transitionssysteme

Es gibt mehrereModelle zur Beschreiling von formalen SystemenEinesder
Standardmodellsind Transitionssystemenit denensichsowvohl Hardwaresyste-
me als auch SoftwaresystemdgProgramme)veri zieren lassen.Wie wir gleich
sehenwerden sind TransitionssystemmarkiertegerichteteGraphenderenkno-
tendie verschiedenedustandainseresSystemseprasentierenm Fall von Soft-
waresystemekodnnendiesez.B. fur die verschiedeneBelegungernvon Kontroll-
undProgrammariablerstehenBei Hardwaresystemereprasentieredie Knoten
die BelegungernderReagisterundderEin- und AusgabebitsDie Kantensteherftr
mdoglicheZustandswechselnseresSystems Zusatzlichwerdendie Knoten mit
sogenannteatomarermAussagemarkiert,die zur FormalisierungemporalerEi-
genschaftetendtigtwerden.



Formale De nition

De nition 1.1.1.[Transitionssystem(TS)]
Ein Transitionssysterist ein Tupel

T S SHAPL
bestehendus
einerMengeSvon Zustanden,
einerMengeSy Svon Anfangszustanden,
einerMengeAP von atomarerAussagen,
einerMarkierungsfunktiorL. : S 24P,

einerTransitionsrelation
S S

wobeiwir s s statt s s schreiben.
T heiRtendlidh, falls Sund AP endlichsind.m

Die Markierungsfunktiorassoziierimit jedemZustanddie atomarenAussa-
gen,diein diesemZustandwahrsind.In derLiteratur, siehez. B. [CGP0Q, wird
auf Transitionssystemeft als Kripke-Struktuenhingewviesen.

Bemerkung 1. Hau g sindin einemTransitionssysterauchdie Kantenmit ver
schiedenerhktionen markiert. Da wir hier keinenGebrauchvon Aktionen ma-
chen,wurdendieseweggelassen.

NunfolgennocheinigeweitereDe nitionen.

De nition 1.1.2.[Nachfolgermengen]
SeiT S S AP L einTransitionssysterands S Wir de nieren:

Post s s S:s S

JederZustands Posts wird unmittelbareNachfolgervon s genannt.

De nition 1.1.3.[Terminale Zustande]
Seil S S AP L einTransitionssysterands S sheil3tterminal wenn
Posts 0, wennalsoin T keineKantenvonsausgehen.
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Bemerkung 2. [Transitionssystemeohneterminale Zustande] Wir werdenim
folgendemur (endliche)TransitionssystemehneterminaleZustandeéetrachten.
Diesstellt keineEinschrankunglar, wie folgendeUberlegungzeigt.

SeiT S S AP L einendlichesTransitionssystenNun fugenwir fur je-
denterminalenZustands S einenZustandsgop unddie Transitionens  S¢op
undsgop  Sg¢op hinzu.

De nition 1.1.4.[Pfadfragmente, Pfade]
SeiT wie obenunds S Ein Pfadfragmentin T ist eineunendlicheZustands-
folge

P Sos1 2
sodalls Posts 1,1 12 .DieMengeallerin sbeinnenderPfadfrag-
mentewird mit Paths s bezeichnet.
Ein Pfadfragmenteil3tinitial , falls der ersteZustandsy ein Anfangszustangon
T ist. Ein initiales Pfadfragmentwird Pfad genanntMit Paths T bezeichnen
wir die Mengealler Pfadein T . m

De nition 1.1.5.[Spuren (Traces)]

Sei T S S AP L ein Transitionssystenohneterminale Zustande Die

Spur(engl. trace)einesPfadfragment$ ist dasdurchdie Markierungsfunktion
L induzierteunendlicheWort (iberdemAlphabet2A” und wird mit tracep be-

zeichnetFurp s 1 istalso

tracep Lsg Lsg

EineSpurvon T bezeichnetie SpureinesPfadsvonT .
Mit TracesT bezeichnemwir die Mengealler Spurenin T, alsoTracesT
tracep :pistPfadvonT .m

1.1.2 Die Linear Time Sicht

Fur Systemedie fiur den Endlosbetrielkonzipiertsind (z. B. Betriebssysteme,
FahrkartenautomatespielentemporaleEigenschaftederArt “ ein gewisserZu-
standwird irgendvannerreicht” oder* ein gewisserZustandwird unendlichoft
erreicht’einegrosseRolle. Um solcheEigenschaftemubeschreiberhenutziman
tempoale Logiken die schonim Altertum untersuchtvurden.1977schlugAmir
Pnuelivor, solchelLogikenin derVeri kation von abstrakterBystemereinzuset-
zen(siehe[Pnue77]).

Die hierbehandeltéemporald_ogik ist eineErweiterungder AussagenlogikSie
ermoglichttemporaleAussagermwie



“eventually” (irgendvannin derZukunft)
“always” (jetztundin allenfolgendenZeitpunkten)

undwird Linear TimeLogik (LTL) genannt.

LTL ist ein sehreinfacherFormalismusderdennochmachtiggenugist, relevante
Eigenschafternon realenSystemerzu beschreibenAufgrunddieserEigenschaf-
tenwird LTL auchin einigenVeri kationstools(z.B. SPIN) benutzt.

Die LTL Syntax

Wir folgenderDe nition in [CGPOO].

De nition 1.1.6.[Syntaxvon LTL]
SeiAP eineMengevon atomarerAussagen.
LTL-FormelniiberAP werdenausfolgenderGrammatikgebildet!

j oo true a j1 jo2 ] Xj j1Uj2

wobeia AP.m

Hierauskannmandie obenerwdhnterOperatorerableiten:
j trueU|j j j

Auch die Ublichen Operatorerder Aussagenlogikassensich hiervon ableiten,
z.B.:

j1 ]2 ji1 j2 andji1 j2 j1 J2
FureineLTL-Formelj UbereinerbeliebigenAussagenmendeezeichnenvir mit
j
die Ld&ngevon| , welchedie AnzahlanOperatorenn j angibt.

Bevor wir nun zur formalenLTL-Semantikkommen,machenwir unsein Bild

1Bemerle, daRwir Nichtterminalemit denableitbarerWoértern(Formeln)indenti zierenund
Indizesfur dieseverwendenTerminalsind offensichtlichtrue a AP X U.
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Uberdie “intuiti ve” BedeutunglertemporalerOperatoren

Xj bedeutetdal3j im nachsteriSchritt” geltenwird.
j 1Uj 2 bedeutetdal3j » irgendvannin derZukunftgeltenwird unddaRj 1 zuvor
kontinuierlichgilt.

Somiterhalterwir folgendedir die “intuiti ve” Bedeutungeron and

j bedeutetdal3j irgendvannin derZukunftgeltenwird, wahrend j bedeutet,
dalRabjetztimmerj geltenwird.

Man kannnun durch Kombinationder beidentemporalenOperatoren und
zweiweiterewichtige Operatorererhalten:

] “unendlichoft | ”
J  “schlieBlichfr immerj ”

Um dieszu vertiefen folgenzwei einfacheBeispiele:
Beispiel1.1.1. [LTL-Formeln]

Geagebensei ein Systemmit zwei Prozesse\ und B mit kritischenAb-
schnittencrita undcritg. Esdarf niemalsvorkommen,daf3sich beidePro-
zessgleichzeitigin ihren kritischenAbschnittenbe nden. Man kannnun
die ZustandedesSystemsjn denensich ProzessA in Abschnittcrita be-
ndet mit crita markierenDasentsprechendemachtmanmit Zustandenin
denensichProzes® in Abschnittcritg be ndet. Nun kannmandie gefor
derteBedingungdesgegenseitigerusschlussesiit folgendel. TL-Formel
j formalisieren.
] crita  critg

Diesesichertzu, daf3sichimmer( ) mindesteninerderbeidenProzesse
nichtin seinemkritischenAbschnittbe ndet.

Wennwir sicherstellerwollen, dalRsichbeidebeideProzessenendlichoft
in ihrem kritischenAbschnittbe nden, so kbnnenwir dieseAnforderung
durchdie LTL-Formel

] crita critg
beschreiben.

SolcheAnforderungenhat man z. B. bei einem AmpelsystemMan mussdort
sicherstellendalRzwei “k omplementare Ampeln nie gleichzeitiggriin sind und
auch,daf3jedeAmpelnichtflr immerdie Grinphase&ermeidet.
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s true

S a gdw a Ag

S j1 J2 gdw s jiunds >

S ] gdw s |

S Xj gdw sufx s 1 A; Ay A3 j
s jiUj2 gdw j O sufx s j j2 und

sufx si  jp1 01 j 1

Abbildung1.1: LTL-Semantikfiir unendlicheWorter tiber24P

Die LTL Semantik

Intuitiv beschreibebTL-FormelnEigenschafterdie ein PfadfragmeneinesTran-
sitionssystemg@esp.desserspur)haberkannodernicht. Umin derLagezusein,
prazisesagerzu kbnnenwannein Pfadeinegegebend TL-Formelj erfullt, de-
nieren wir die Semantikvon j zuerstals eine SpracheWbrdsj unendlicher
Wérter tiberdemAlphabet2”P.

Wir kénnendanndieseSemantikwie folgt dahingehenerweitern,dalimansie
uberPfadfragmenterinesTransitionssystemsterpretiererkann: Ein Pfadfrag-
mentp erfullt j genaudann,wenndesserSpurtracep in Wordsj enthalten
ist.

De nition 1.1.7.[Semantikvon LTL (Inter pretation Gber unendl. Worter )]
Seij eineLTL-FormelUberAP. Wir de nieren

Words s 22P¥.g ]

wobei y
AP LTL

die kleinste Relationist, die die in Abbildung 1.1 angegebenerEigenschaftgn
besitzt Wir nennen dieErfilltrelation.Dabeiistfirs Ag A1 Ay 2AP
sufx s j AjAj 1A 2 .m

Somiterhalterwir folgendedur die abgeleiteterOperatoren und
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S j gdw j O sufx s j |
S j gdw j O sufx s j |

Die durchKombinationerhaltenerOperatoren  und erhaltenmit der
formalenSemantikihre “intuiti ve” Bedeutund'schlie3lichfir immer” und “un-
endlichoft” :

¥

S j gdw j sufx s | ]
¥

S j gdw j sufx s | ]

¥
stihtﬁjr “es gibt unendlichviele”
und stehtfur “fastalle” (alle, bisaufendlichviele).

AufbauendaufdiesemFormalismuskdnnenwir nundie Erfllltrelation  auf
PfadfragmenteindZustéandesinesTransitionssystemE erweitern Wir sagerein
Pfadfragmenp erfullt eineFormelj , wenndesserSpurin Words j ist. Ein Zu-
stands erfullt j , wennalle von ihm ausgehendeRfadfragmentg erfiillen. Das
ganzeTransitionssystent erfilltj , wennalle seinePfade(initiale Pfadfragmen-
te)j erftllen.

Dasfuhrt unszufolgenderDe nition.

De nition 1.1.8.[Semantikvon LTL (Inter pretation tber Pfadfragmenteund
Zusténde)]

SeiT SAct S AP L einTransitionssysternhneterminaleZustandeund
j eineLTL-FormelliberAP. Ein PfadfragmenpvonT erfilltj (p T j),wenn
tracep dieFormelj erfullt (tracep Wordsj ). Also

p | gdw tracep |

Ein Zustandsvon T erfilltj , wennallein ihm beginnenderPfadfragment@ die
Formelj erfullen.Somit:

S |J gdw p Pathss p |
Wir sagerdaBT dieFormelj erfillt (T  j),wennTracesT  Words| .m
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SomitgeltenoffenbarfolgendeAquivalenzen

T j,ie.TracesT \Wordsj
gdw p j forallp PathsT

gdw s | forallsy .

Zur VertiefungdieserSacherhaltefolgt nunein kleinesBeispiel.

Beispiel 1.1.2. Wir betrachterfolgendesTransitionssystemi mit der Zustands-
mengeS 012 ,derMengeS; 0 vonAnfangszustandemndderMenge
AP a vonatomarerAussagenBeieinergraphischemarstellungstestiblich,
die Anfangszustandéjer nur 0, durcheineneingehende®feil zu kennzeichnen.
Die Markierungsfunktiorwird dagestelltindemnebernjedenZustandseineMar-
kierunggeschriebenvird. Die Transitionsrelatiorwird durch gerichteteKanten
zwischendenZustandervisualisiert.

\
@0

{a} 0
Q@ @O

Offensichtlichhat T nur zwei verschiedendfade,namlichp; 011 und
p2 022 mit denkorrespondierendeBpurentracep; 0 a a
undtracep, 000 .FurdieLTL-Formelj; a XX agilttracep;

j 1undtraceps 1.

Dap; undp, die einzigenPfadevon T sind,folgt

T ja
Seij » a. BeachtedaRgilt: T joundT j 2,da
tracep; 0 a a a joundtracep, 0000 j2

SomitsindT  j undT j nichtaquwvalent.

12



Dies soll nun erstmalals Einfiihrungin die Modellierungvon Systemerund
die FormalisierunggewissertemporalerEigenschaftergentigen Wie mandann
in der Praxispruft, ob ein gegebenedransitionssystereine LTL-Formel erfullt,
werdenwir in Abschnitt2.2.1auf Seite32 sehen.

Als nachstesvendenwir unsder Modellierungvon ProbabilistischerSyste-
menzu.

1.2 ProbabilistischeSysteme

Wie wir im vorigenAbschnittgesehemaben)assersichviele realeSystemewie
z.B. Ampelschaltungemit Transitionssystememodellieren.Zusatzlichlassen
sichauchnochtemporaleEigenschaftemvie z.B. “Ampel A und Ampel B dirfen
niemalsgleichzeitiggriin” seinin LTL-Formelnausdriickn.Esléa3tsichdannwie
wir spatemoch seherwerden,iberprifenob unserModell die gewiinschteEi-
genschafbesitzt.Nun taucheraberin der Praxisoft gewisseUnsicherheitsdkto-
renauf. Eskannz.B. bei Kommunikationsergdngernvorkommen dal3dasTrans-
portmediumkeine100%igeZuverlassiglit besitzt. Nun wareeswiinschenswert,
wennman,unterderVoraussetzunglaBmandie Fehlerraterkennt(bzw. abschat-
zenkann),solcheSituationerauchmodelliererkdnnteund zusatzlichnachprifen
konnte ob eineAussagealerArt “mit derWahrscheinlichkit 0,98erfillt meinSy-
stemeinegegebend. TL-Formel” wahrist. Und genaudagreift Probabilistisches
Model Checking.

1.2.1 Modellierung probabilistischenVerhaltens

Wir beschran&nunshieraufSystemanit endlicherZustandsmengeAls Grund-
bausteirunseredModellsdienenunsendlicheMarkov Ketten.

Endliche Mark ov Ketten

De nition 1.2.1.[Endliche Mark ov Kette]
Eineendliche Markov Kette

M X T p po
ist ein Tupelbestehen@us

einerendlichenMengeX von Zustanden,
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einerMengeT X X vonTransitionen,

einerZuordnungvon Transitionswahsdeinlichkeitenp : T R mit

[0}

apuyv 1 u X
v X

Wir werdenin Zukunft pyy stattp u v schreibenAustechnischerGrin-
dende nierenwir
puww O uv T

einerinitialen Wahrsdheinlichkeitsverteilungog : X IR, , sodaf

apu 1
u X

Man kann sich eine Markov Kette als gerichtetenGraphenvorstellen,des-
senKantenstochastisclgewichtetsind.ZusatzlichbesitztdieserGraphnocheine
initiale Wahrscheinlichkits\erteilungaufseinerkKnoten. X T heildtderzugrun-
deliegendeGraphvon M.

De nition 1.2.2.[Erweiterung von p auf endliche Folgenvon Zustéanden]
Seiy Xo X1 Xn eineendlicheFolge von Zustandervon M. Dannde nieren

wir By Po X0 Pxoxi Pxix Py 1x, ®

Bemerle, dalleineMarkov KettekeineterminalenZustandebesitzerkann,da
in jedemZustanddie Summeder Wahrscheinlichkitenderausgehendemransi-
tionengleichl seinmuf3.

De nition 1.2.3.[Lauf einer Mark ov Kette]
Als LaufY X X1 X2 einer Markov Kette de nieren wir eine unendliche
Folgevon Zustanderder Markov Kette.m

De nition 1.2.4.[Echter Lauf einer Mark ov Kette]
Als echtenLaufY  Xg X1 X2 einerMarkov Kettede nierenwir eineunend-
liche Folge von Zustéanderder Markov Kette,fur die gilt:

Po Xo 0 Px; 1% 0 i IN

alsox; 1% T 1 IN EinechterLauf einerMarkov Ketteist alsoein un-
endlicherPfadin derenzugrundeligendemGraphenmit von Null verschiedener
Anfangsvahrscheinlichkit. m
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EineMarkov KetteM induziertnunauf natirlicheWeiseeinenstochastischen
ProzelaufderMengederZustandeson M. Die Wahrscheinlichkitsverteilungin
Schrittn 0 entsprichtpg. Ausserdenyilt, daRdie Wahrscheinlichkits\ertei-
lungin Schrittn 1 gegebendie Schritte0 1 n 1 nurvomletztenSchritt

n 1 abhangundgleichdenTransitionsvahrscheinlichkitenist. Dasbedeutet,
dalfuralleu v X gilt : gegebendaluin Schritt n 1 erreichtwurde,ist die
Wahrscheinlichkit daftr, dal3v in Schrittn erreichtwurde, gleich pyy. Dies be-
zeichnetmanals sogenanntdlarkov-Eigenstatft, auf die wir nochhau ger ver-
weisenwerden Fur diesenProzelkannmannuneinenWahrscheinlichkitsraum
angeben.

De nition 1.2.5.[Basiszylinderuber X]
GeayebenseieineendlicheMarkov KetteM wie oben.
n IN X X1 Xn X heildt

DXoX1 X Yoy X'y x i 012 n

ein BasiszylindeiiberX.
D Xo X1 Xn ist alsodie Mengealler Laufe von M, fur die Xg xg Xn €in
Pra x ist. Wir nennem die Lange desBasiszylinder® xg x; Xp |

Bemerle,dalRD x geradedie Mengederin x beginnenderLaufeist.

De nition 1.2.6.[Der Folgenraumeiner endlichenMark ov K ette]
GegebenseieineendlicheMarkov KetteM X T p po -
Als Folgenraumvon M de nierenwir denWahrscheinlichkitsraum

Ywm XV Du
wobei

D die von allen Basiszylinderriiber X, X und derleerenMengeerzeugte
s-Algebraist

u daseindeutid bestimmteWahrscheinlichkitsmaRist, dasfolgendeEi-
genschaferfillt : BasiszylindefiberX gilt

M D Xo X1 Xn Po X0 Pxoxq Pxn 1%

2wegenSchnittstabilitatier Basiszylindelsiehe[Bau7g)
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An dieserDe nition laRtsichleichtdie Markov-Eigenschaferkennen.
Wer mehr Uber stochastisch&rozessaind Markov Kettenwissenwill, sei auf
[KS60] und [KSK76] hingaviesen.Fur Erlauterungerzu Wahrscheinlichkits-
theorie,siehez. B. [Bau78].

Bemerkung 3. [ {Laufe in M} {echteLaufe in M} hat Mal3 O ]

Seij Y Y Laufin M Y Y echterLaufin M . Dannistj dieabzahlbare
Vereinigungvon BasiszylinderrderArt D Xg X3 Xp Mit i 1 T1 i

n 1 und x, 1 Xy ToderpygXx 0.JedersolcheBasiszylindehatMaf30
undsomitgilt p j 0.

ProbabilistischesProgramm

Wie schorerwahntpildendie Markov KettendenGrundbausteinnseredodells
zur ModellierungprobabilistischerVerhaltensUm in unseremSystemgewisse
Eigenschaftewlarstellerzu kénnen,werdenwir wie bei Transitionssystemedie
ZustandederMarkov Kettemarkieren.

De nition 1.2.7.[ProbabilistischesProgramm]
Ein Probabilistische®rogrammnist ein Tupel

Toob M APL
wobei
M X T p po eineendlicheMarkov Ketteist,
AP eineMengevon atomarerAussagenst und

L:X 24P eineMarkierungsfunktiorist.

Ein Probabilistische®rogrammist alsonichtsanderesls ein Transitionssy-
stem,bei demdie Transitionenund Anfangszustandeit Wahrscheinlichkiten
versehersind. Somitkbnnenwir die bereitsvorbereitetelheorieder Transitions-
systemeauf Probabilistischérogrammaibertragen.

De nition 1.2.8.[Lauf einesProbabilistischenProgramms]
SeiTpon M AP L ein Probabilistische®rogrammEin Lauf Y der Markov
KetteM wird zugleichauchLauf von Tyop genanntm
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De nition 1.2.9.[Spur einesProbabilistischenProgramms]
SeiTpob M AP L einProbabilistischeBrogramnundY  xo x;  einLauf
von Tpyron. Dannbezeichnemvir mit

traceY Lxg Lxg

die SpurvonY. Eine Spurvon Ty, bezeichnetlie SpureinesLaufsvon Tpop.
Mit Traces Ty bezeichnemvir die Mengealler Spurenin Tprop. m

1.2.2 ProbabilistischeLinear Time Logik

Auch der LTL-Formalismudafit sich nun auf natirlicheWeiseauf Probabilisti-
scheProgrammeerweitern.

De nition 1.2.10.[Semantikvon LTL (Inter pretation Uber Laufe)]

SeiToob M AP L ein Probabilistische®rogrammundj eine LTL-Formel
uberAP.

Wir sagereinLaufY erfllltj genaudann,wennseineSpurj erfullt.

Y traceY ] traceY Wordsj

Bemerle, dalBmanbeim probabilistischer. TL-Model Checkingnicht daran
interessiertist, ob alle, von einem Zustandausgehendehaufe, eine gegebene
LTL-Formelj erfillen. Stattdesseist manam Wahrscheinlichkitsmalfder von
diesemZustandausgehendenndj erfiillenden_&ufeinteressiertDiessetztvor-
aus,dalReinesolcheMengetiberhaupmel3baiist. DiesesResultatwerdenwir in
1.3.1auf Seite20 beweisen.

De nition 1.2.11.[Die MengenY ; undY ;]
Wir bezeichnemitY ;,bzw. Y ; dieMengeallerLaufeY in M, diej erflllen,
bzw. nichterfillen.m

Satz1.1.SeiTpon M AP L einProbabilistishesProgrammund]j einelLTL-
FormelliberAP.Dannist Y i mefRbain Y .
Beweis: siehel.3.1auf Seite20

Bemerle,dalp Y ; geradedie Wahrscheinlichkit angibt,dal3ein Lauf'Y
vonM die Formelj erfullt.
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De nition 1.2.12.[Erfulltr elation fir ProbabilistischeProgramme]
Sei Tprop M AP L ein Probabilistische®rogrammund| eine LTL-Formel
UberAP. Wir sagendalR Ty, die Formelj erfillt,i. Z.: Toon |, fallsgilt

D. h., diej nichterfullenden_aufevonM bildeneineNullmengeim Folgenraum
YmVvonM. m

Bemerkung 4. Gegebensei ein Probabilistische®rogrammlpop M AP L
undeineLTL-Formelj . Seix ein Zustandvon T, mit intialer Wahrscheinlich-
keitgleichO (pp x 0).SeiBeinein Y yy mel3bardViengevonin x beginnenden
Laufen.Danngilt

uB O

Insbesonderstpy Y X X1 X Y Laufin M undY | 0.

Wennwir alsoim folgendenwie obendavon reden,da3wir am Wahrscheinlich-
keitsmal¥ervoneinembeliebigenZustandausgehendemndj erfullenden_dufe
interessiersind, someinenwir folgendes

Gegebensei ein Probabilistische®rogrammT o, M AP L undeineLTL-
Formelj . Seiz ein Zustandvon Tyop.

WennM X T p po ,sode nierenwir

MZ X T p pb,wobeipjz dundpfx O x z X.SeiYp
XW D 1Z derFolgenraumvon MZ3 Mit demWahrscheinlichkitsmardervon z
ausgehendeund] erfullendenLaufebezeichnemvir denWert

WY zxg % YLaufin M2undY j

Y zZX1 X Y Laufin M undY |
Po Z

Zur Vertiefungdesebengelesenenverdenwir jetzt einigeBegriffe aneinem
Beispielerlautern.

fallsppz O

Beispiel 1.2.1. Anlehnendan Kommunikationsprotosdle betrachtenwir einen
vereinfachtenSenderDiesergeneriereineNachrichtundgibt dieseandasTrans-
portmediumweiter, welchesdie Nachrichtan den Empfangernweiterleitensoll.
Da nundasMedium nicht 100%igstdrungsfreist, gehtdie Nachrichtmit Wahr
scheinlichkeit 0.01 verlorenund wird mit Wahrscheinlichkit 0.99 korrekt iiber
mittelt. Im letzten Fall wartet der Senderauf die Bestatigungdes Empfangers

3pemerle,W X ist meRbain Y y gdwW ist meRbain Y yz

18



undkehrtdannzum Anfangszustandurick.Bemerle, daRdieseBestatigungaus
Grundender Vereinfichungin unseremBeispiel nicht verlorengeherkann. Als
Markierungsfunktionsollenin unseremBeispiel die Zustandsnamestehen.Es
gibt die folgendenvier Zustande:

Xinit: derZustandjn demder Senderdie Nachrichtgeneriertundsieandas
Mediumweiterleitet

Xgeliver- derZustandjn demdasMediumversuchtdie Nachrichtzu senden
Xog: Wird erreicht,wenndie Nachrichtverlorenging

Xwait: Wird erreicht,wenndie Nachrichterfolgreichgesendetvurde. Hier
wartetder Senderdannauf die BestatigunglesEmpangers.

Wir erhaltendannfolgendesProbabilistischérogramm:

Der Wahrscheinlichkitwertfir die endlicheFolge Xinit Xdeliver Xiog Xdeliver Xwait
istgleichl 1 001 1 099 00099.
Weiterhingilt p Y 1,da

Xwait

Y Y

Xwait Xinit Xdeliver Xiog Xdeliver Xlog Xdeliver Res

Xwait
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wobeiRes$ einemelbareleilmengeder nicht echtenLaufeist und somitMaf3 0
hat.
Beachtedal3sogargilt: p Y X

wait

1. Daskannmanleicht sehenda

Y Y

¥ )
Xwait Xwait [ OY X' Xwait

AufgrundderMarkov Eigenschaftindpy .~ OfolgtpyY i . 0.
SomithatyY i &S abzahlbare/ereinigungvon NullmengenMalfd Null und
uy uxXw vy 1 0 1

Xwait Xwait

1.3 Uber Mark ov K etten

1.3.1 Die Spracheeiner LTL-Formel ist mel3bar

Wir werdenjetzt denin De nition 1.2.12benutzterSatz1.1beweisen?

Satz: Seilpop M AP L einProbabilistishesProgrammundj einelLTL-
FormeliberAP.Dannist Y i meRbain Y .
Beweis: durchstrukturellelnduktiontiber;j

Induktionsanéng:

—j true:Y yue XWundistsomitmelR3bain Y y.
-] aa AP:Y 4 x Xmita Lx D X undist somitmef3barin

Ywm.
Induktionsschritt seienY i1 undY io mefRRbain Y m

—j jicY . Y, XYY undistsomitmeRbain Y .

-] J1 J2:Y i1j. Y i, Y ]zundlstsomltmeBbannYM

- Xjp:seif:XW  XWmitfyyyy y1 Y2 eineAb-
bildung.Danngilt f ist mel3BbardadasUrbild einesjedenBasiszylin-
dermeRbaiist (f 1 Dxg  Xn «x X DXXo  Xn ). Somitist
Y xj, f 1Y, meRbar

=i jaUi2:Y i, FoY xij, § oY xij, undist somit
meRRbain Y y.

4fur FrageniiberWahrscheinlichkitstheoriesiehe[Bau7g
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1.3.2 ErgodischeMengen

In diesemAbschnittwollen wir einewichtige Eigenschaftvon endlichenMarkov
Kettenbeweisen,die wir im weiterenVerlaufdieserArbeit nochhau g zitieren
werden.DazuzuerstfolgendeDe nitionen.

De nition 1.3.1.[Starke Zusammenhangskmponente(SCC)]
GeayebereingerichteteiGraphG ~ V E . Wir nennerC  V einestarke Zusam-
menhangskmponentéengl.stronglyconnecteccomponentyon G, falls gilt:

uv G: WegvonunachvinC
undC ist maximalmit obigerEigenschaftm

De nition 1.3.2.[ErgodischeMenge]

Geagebenein gerichteterGraphG  V E . SeiC X eine starke Zusammen-
hangskmponentdSCC)von G. Wir nennerC ergodisdhie Menge von G, fallses
keineTransitionenn G gibt, die ausC hinausfihrend. h.

uv E:u C v C

GegebereineendlicheMarkov KetteM X T p po . Wir nennerC = X
ergodistie Menge von M, falls C ergodischeMengedeszugrundeligenderGra-
phen X T vonM ist. Esist offensichtlich,da3von jedemZustandm Graphen
X T eineemrgodischeMengeerreichbarist. Bemerle folgendes:gegebeneine
ergodischeMengeC undeinechterLaufY xg X3  vonM, sogilt :

xi C i C j i
Esgilt nunflr jedenLaufvon M, dal3diesemit Wahrscheinlichkit 1 eineergodi-
scheMengeC von M erreichtundjedenZustandvon C unendlichoft durchlauft.

Wir werdennunein allgemeinere®Resultatbeveisen,von demsichdie ebenge-
machteAussagdeicht ableitenla3t. Dafiir nochfolgendeDe nitionen.
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De nition 1.3.3.[Kantenmarkierung einer endlichenMark ov Kette]
GeagebereineendlicheMarkov KetteM X T p po undeinenichtleereab-
zahlbaraviengeKy, von MarkierungenWir nennen

;X X 2Kw
eineKantenmarkierungon M, falls gilt:

luv 0 uv T

Wir sagen Ky ist aktivin Zustandx X, fallseseiny X gibt, sodal

| xy, d. h.esgibt eineausx hinausfihrenddransition,die mit markiert
ist. FUreinenLaufY  Xg X1 von M sagenwir, daf3 imi - tenSchrittvonY
angenommenvurde,falls I X 1% .

De nition 1.3.4.[Fairness]

Gegebeneine endlicheMarkovkette M, eine MengeKy von Markierungenund

eine Markierungsfunktion. Ein LaufY xp X1  von M heil3tfair bezuglit
Kwu, falls entweder nurendlichoft aktiv istin Y, oder unendlichoft in Y

angenommewird, d. h.

¥ ¥
i : istaktivin Zustandx; i wird in Schritti vonY angenommen.

Wir nennery fair, fallsY fair beziglichiederMarkierung ausKy ist.

Furx X bezeichnemwir mit Fair x diein x beginnenderfairenLaufe von M.
Fair x bezeichnetir Ky diein x beginnenderLaufevonM, die fair bezlg-
lich sind.m

Wir zeigemnun,daRwir fur einProbabilistischeBrogrammly, o, M AP L
undftr Km eineLTL-Formelj UberAP angeberkbnnen,sodalRdie Menge
Fair x gleichderMengederj erfullendenLaufeist. SomitsindnachSatz1.1
auf Seite17 die MengenFair x undFair x kyFair X mefbann dem
Folgenraum .

Zur KonstruktiondieserFormelj
Gegebensei eine endlicheMarkovkette M, eine MengeKy von Markierungen
undeineMarkierungsfunktion. Furalle Ky sein die AnzahlanTransitionen

uv,mit | uv .Wirdenieren

AP ou in Kyundl | n
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L:X APwird gemal¥olgendemAlgorithmusde niert :
Lx 0 x X
zéhler 1 1 Km
fur alle Transitionent  uv inT {

fur alle Markierungen It {
ou
Lu Lu zahler
n
L v Lv zahler

zahler zailer 1

SeinunY Xo x3  einLaufin Tyop. DanngeltenfolgendeAquivalenzen:

ist aktiv in x; j: (j’“‘ L x;
wird im i - tenSchrittvonY angenommen

joo Lxa ij” L X

Wir de nierennunfir Kwm dieLTL-Formelnj agiy ~ undj angenommen Uber
AP.

J aktiv 1jn M
j anggnommen 1jn (jm X |jn
Somiterhalterwir mit | j aktiv ] angenommen

Fair x Y Yistin xbeginnendetLauf mityY |

D x Y j

Fair x Ky Fair X
Y Yistin x beginnendetauf mitY Ku)
Dx Y

KMj

Also lassersichdie MengenFair x undFair x durchLTL-Formelncharakteri-
sierenundsindsomitnachSatzl1.1aufSeitel7 mefRRbain Y . Bemerle, dalRwir
nuranderMengeFaire® x derfairenechterin x beginnenderLaufeinteressiert
sind.Esgilt jedoch

Fair®™ x  Fairx | S

5zurDe nition voni sieheBemerkungB auf Seite16
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undsomitist Fair®® x meRbain p, unddaj eineNullmengein pist, gilt

i Fair®®™ x  pFair x ©

Satz1.2.SeiM X T p po eineendliche Markov Kette Ky einenichtleere
abzahlbae Menge vonMarkierungenundl eineKantenmarkierungonM. Seien
XY D p derFolgenraumvonM. Danngilt

W Fairx 1 x X,d.h.puFair x Po X

Beweis: EsgenligtzuzeigendaBy* Fair x 1 Km.’

Sei Kv fest. Seic minp,, uv T (bemerke, T ¥). Seiy
X0 X1 Xn Pra x einesLaufesin M und P eine Mengevon Laufenin M, die
in Xn, beginnen.Dannbezeichnenvir mit yP folgendeMengevon Laufen

X0 X1 X V1Y Y Yown p 8

Furx X seinunPy die Mengeallerin x beginnenderLaufe von M, fir die
unendlichoft aktiv ist, abernie angenommewird, also
Px Y YinxbeginnendeiLauf mit
Y J aktiv J angenommen
Somitist Py mel3barDie weitereVorgehensweiséest nun folgende. Wir werden
zeigendalBu* Py  Oflurallex X.Fernerzeigenwir, daf3

G Xx Y Yistin xbeginnendelLauf Fair x

als die abzahlbarev/ereinigungvon Mengender Form yP y geschriebenverden
kann,wobeiy Xg X1 X Pra x einesLaufesvon M ist. Bemerle, dallauch
yPx melRbaunddald

uXo ny po% “X I:)X pXoXl pX1X2 an 1X “X I:)X O

Somitfolgt p* G x 0. Wir erhaltersomitp® Fair x 1 Nunalsozu

WPy Ofurallex X

6Rufe nochmalBemerkungt auf Seite18 ins Gedachtnis.

’in einemWahrscheinlichkitsraumgilt: p A; 1i 12 impliziertp | 12 A 1
(bemerle,dal3Ky abzahlbaist)

8Beachtedalyy X
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Sei Aktiv die Mengeder Zustanden X, in denen aktiv ist, d. h. Aktiv X

X j: 9 Lx .Furx XseiWdieMengeallermitxbeginnenderendlichen
Zustandsfolgersodald im letztenZustandaktiv ist undsonsthochhdchstengm
erstenZustandaktiv ist, abernichtim erstenSchrittangenommemwird, also

Wy X X1 X2 Xn X Aktivl i n 1 undx, Aktivund | X Xq

Wir partitionierenV nun folgendermasserkira Aktivundx X seiWg
X X1 Xxn Wg xp a .Wistalsodie disjunkteVereinigungder W§, somit
W a AkivW&. DieseVereinigungst offensichtlichabzahlbaundwir erhalten

ap a am (1.1)
y Wy a Akivy We
Zudemgilt offensichtlichfir x X
Px a Akiv y we YPa (1.2)

Auchdiesist einedisjunkteVereinigung.
Seia Aktiv. Danngibteseinx,; X, sodal3gilt | a X5 . Esqilt nun:
s _ Py

a é Pax 1 Pay, 1 C (1.3)
yw Pod

Nun kénnenwir durchInduktion Giberk zeigen,daBp? P 4 1 ck a
Aktiv. Fir deninduktionsandngk O ist nichtszu zeigen.Nehmenwir alsofur
denlnduktionsschritan, die Behauptungseifir k bewiesen,alsop® P4 1
ck a Aktiv. Seib Aktiv beliebig.Da 1.2 eine disjunkteund abzahlbare
Vereinigungst, folgt

WP, & awya 4 = u
a Akivy W2 a Akivy Wi Po
Durchdie Induktionswraussetzungnd 1.1 erhaltenwir
WP, 1 ck 3 & By 1 ck§ By
aAivy\/\ﬁpOb yWL,pob

Dab nunin Aktiv ist, erhaltenwir mit 1.3

WL Py 1 ck1
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was den Induktionsschrittverwollstandigt. Also gilt p P, 1 cXfir alle
a Aktivundk IN.Daraudolgtp® P, 0 a Aktiv. Mit 1.2folgt p* Py
0 x X

Esbleibtalsonochzu zeigendalRG x Y Y istin x beginnendetlauf
Fair x alsdie abz&hlbare/ereinigungvon Mengender Form yP x geschrieben
werdenkann.FallsY  xp X1 G x, soist unendlichoft aktiv, wird aber
nurendlichoft in Y angenommerSomitgibt esalsoeini  IN sodalgilt: falls
in Schrittj angenommewird, soist ]  i. Esfolgt alsofolgendeGleichung

G x uXx yLyYPu

wobeil ; die Mengeallerin x beginnenderundin u endenderendlichenFolgen
von Zustanderin X ist. Da fur x u X L} abzaéhlbarst und p* yP, 0 flr
y Ly, erhalterwir

WKGXx 8 auyPy 0
u Xy LY

Somitgilt W* Fair x 1 undwir erhaltens* Fair x 1.
]

SeinunFair die MengeallerfairenLaufein M. Dannist Fair « xFair x
einedisjunkteVereinigungund somit

o

HFair § uFarx Qpox 1
X X X X

Mit diesemmachtigerSatzkonnerwir jetztganzeinfachdie gewviinschteéAus-
sagebeweisen.

Gegebeneine endlicheMarkov KetteM X T p po . SeiKy T die
MengederMarkierungerundl : X X Ky wie folgt de niert.

[t tfirt Tundl uv Oofar uv T

SeiFair®9" die Mengederechteri_aufein Fair. Danngilt p Fair™  p Fair

1. Wir werdenjetzt zeigen,daRalle in Fair®® enthaltenerLdufein eineremo-
dischenC MengeendenundjedenZustandvon C unendlichoft durchlaufenSei
Y XoX1 Fairé, Danngilt fiir jedeTransition u v T: entwedekommt
u nur endlichoft in Y vor oderesgibt unendlichviele Indizesi mitu  x; und
v X 1. Dadie MengeX endlichist, gibt eseinx X, dasunendlichoft in Y
vorkommt. Nun kannmanvon x auseineergodischeMengeC von M erreichen.
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Seix y: Yo Yn €in Préa x einesechtenLaufesmity, C. Dax unendlichoft
in Y vorkommtundY fair ist, folgt, da3 x y; unendlichoft in Y angenommen
wird und somity; unendlichoft in Y vorkommt. Induktiv erhaltenwir, dal3y,
unendlichoft in Y vorkommt. Es bleibt also nur noch zu zeigen,daflauchalle
Zustdndeson C unendlichoft in Y durchlauferwerden.DaC einestarke Zusam-
menhangstamponentdn X T istundy, C ist, kannmanvon y, ausjeden
Zustandin C erreichenFirc C sein¢ die kleinstenatirlicheZahl, sodal3man
mit ne Transitionenn C vony, hachc gelangerkann.Sein  max. cnc. Dayp
unendlichoft in Y vorkommtundyY fairist, gilt, daf3alle Zustandee Cmitn, 1
unendlichoft in Y vorkommen.Induktiv erhaltman,daf3alle Zustandec  C mit
ne 1 2 i nunendlichoftinY vorkommenSomitkommtjederZustandvon
C unendlichoft in Y vor, unddie gewiinschteAussagest bewiesen.
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Kapitel 2

ProbabilistischesLTL-Model
Checking mit Buedi-Automaten

Wie wir gesehemmabengde nierenLTL-FormelnibereinerMengeAPvonatoma-
renAussagereineSprachesonunendlichetWdorterniiberdemAlphabet2P. Um
nunzu uberprufenpb ein Transitionssysteraderein ProbabilistischeBrogramm
einegegebend . TL-Formelj erfullt, kanneshilfreich sein,die vonj erzeugte
Sprachdiber2AP mit einemandererFormalismuglarzustellenEine Moglichkeit
bietenhierw-AutomatenDiessind Automatengdie eineSprachevonunendlichen
Worternakzeptieren.

2.1 Voneiner LTL-Formel zum Buedi-Automaten

Sei S ein endlichesAlphabet.Mit SV bezeichnerwir die Mengeder unendli-
chenWorter Uber S. Nebenden endlichenAutomaten,die Spracherendlicher
Worter akzeptierengibt esnun die sogenanntem-Automaten,die Sprachen
SW akzeptierenWir beschran&n uns hier auf Buedi-Automaten,die sich von
z. B. Rabin , bzw. Sree  Automatennur in ihrer Akzeptanzbedingungnter
scheiden.

De nition 2.1.1.[Nichtdeterministischer w-Automat]
Ein nichtdeterministischer-Automatist ein Tupel

A 0SdQ

wobei
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Q eineendlicheMengevon Zustéanden,
S einendlichesAlphabet,
d:Q S 29 eineUbegangsfunktiorund

Qo QeineMengevon Anfangszustandeist.

Wir nennereinenw-Automatendeterministish genaudann,wenn
dga 1 g Qunda S und Q 1
SeiV QundE V V so,dal’
vw E a S:w dva

Dannnennerwir V E denzugrundeligendenGraphenvon A.

De nition 2.1.2.[Die Potenzmengenknstruktion]
Gegebenrein nichtdeterministischen-AutomatA Q S d Qg . Wir bezeich-
nenmit Age denfolgendendeterministischemw-Automaten:

Aje 2°Sdge Qo

wobei
dge Pa grpdga P Qa S

Age enthaltalsoalle Teilmengenvon Q als Zustande Ausserdenkannman
mit einema SvonP  Q in denjenigerZustandgelangengderdie Vereinigung
der Zustandsdst, in die manin A mit a auseinemZustandin P gelangerkann.
Die MengeQ ist dereinzigeStartzustandon Age .

De nition 2.1.3.[Lauf einesw-Automaten]

FireinWortw a; ay in SY¥ nennenwir die unendlicheZustandsfolges

Jo 01 einenLaufvonw in A, fallsgi dg 14 firi INundgy Qo.

Ebensonennenwir fir einWortw  a; a an in S die endlicheZustands-
folges o q1 On einenendlichenLaufvonwin A, fallsgi d g 1 g fir

1 i nundgy Qp.m
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De nition 2.1.4.[Nichtdeterministischer Buedi-Automat (NBA)]
Ein NBA ist ein Tupel

A QSdQF

wobei
Q S d Qo einw-Automatund

F  QeineMengevon Akzeptanzzustanddst.

FireinenLauf sde nierenwir die Mengederunendlichoft in s vorkommen-
denZustandealsinf s g Q s qgfurunendlichvielei .
Ein Lauf sin A heiRtnun akzeptieend genaudannwenninf s F 0, also
genaudann,wennmindestengin Zustandder Endzustandsmengeendlichoft
in svorkommt.

Wir sagenA akzeptiertdie wie folgt de nierte Sprachd_,, A SV

Lw A w SY  akzeptierendehaufvonwin A

Bemerle, daBmanaufgrunddesNichtdeterminismusmehrerd_aufefiir ein Ein-
gabevortw S" habenkann.Von diesenkdnnenmancheakzeptierengeinund
manchenicht. Damitw L,, A gilt, genligtes,wenneinerdieserLaufe akzep-
tierendist.

Wir nenneneinenBuedi-Automatendeterministish (DBA) genaudann,wenn
derzugrundeligendew-Automatdeterministischst.

Offensichtlichist jederDBA auchein NBA.
Andererseitsst das Konzeptder DBAs nicht so machtigwie das der NBAs.
D. h. esgibt NBAs, sodal3kein DBA die gleicheSpracheakzeptiertwie dergege-
beneNBA. Wir kdnnenalsonicht einfachdurchdie Potenzmengemstruktion
einenNBA in einenDBA Uberfihrerunddie gleicheSpracheerhalten.

Nun zu einemkleinenBeispiel:

LFir denUbemgangvon einemZustandg zum nachstermittels einesZeichena S kannes
mehrereMdglichkeitengebend. h. d g a listmdglich.
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Beispiel2.1.1. [Beispielfur einenNBA]
BetrachtfolgenderNBA AmitQ  qo g1 Q2

S 2ab ,
Q o,
Fom

undd wie im folgendenGraphersichtlich.

{a}, {a,b} {1 {b}
—_— ql —_—

(D (D (D

{}.{a}.{b}.{a,b} {a}, {a,b} {}.{a}.{b}.{a,b}

Wie manleichtsiehtistLy, A =Words( a  S".2
EinigemoglicheLaufefirw ab a a a sind

Jo do do do nichtakzeptierend
Qo d1 01 01 akzeptierend
Jo do O1 01 akzeptierend

Wiesokannmannun Buedi Automatenzum LTL-Model Checkingbenut-
zen?
Diesist moglichaufgrunddesfolgendenjn [WVS83] gezeigtenResultats.

Satz2.1. GgyebeneineLTL-Formelj derLange n UbereinerMeng AP. Dann
gibt es einen nichtdeterministishen Buedi-AutomatenA; lber dem Alphabet
S 24P mit

Lo A Words |
derin ZeitundPlatzO n 2" konstruiertwerdenkann.

Da der Beweis zwar nicht schwierig,dochlang und technischist, verzichten
wir andieserStelledarauf.

2Words(  a) ist die MengederWérterw a; ap  Uber2S 22P sodaR i IN a
a | igilt
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2.2 LTL-Model Checkingmit Buehi Automaten

2.2.1 NichtprobabilistischesL TL-Model Checking

Auch wenn dieseArbeit das Probabilistischd.TL-Model Checkingbehandelt,
sowollenwir dochan dieserStelle kurz beschreibenyie nichtprobabilistisches
LTL-Model Checkingfunktioniert. Daftir bendtigenwir nur nochfolgendeDe -
nition.

De nition 2.2.1.[Produkttransitionssystem]
SeiT S S APL ein Transitionssystemind A Q22 d Qg F ein
NBA mit demAlphabet2””. Dannist

T A S Q 1T ASQL

ein Transitionssystemit folgendenrKomponentenDie MarkierungsfunktiorL. :
S Q 2Qistdurch

L sq q
gegebenDie Anfangszustandsmengst

S %99 :% S99 dg L s
do Qo

Die Transitionsrelatiomst durchfolgendeRegel de niert:

sq T AS(CQ S S g dglLs

Intuitiv geseherverknipftT A die Spurenvon T mit derenLaufenin A,
d.h.,seip s S0 einPfadvonT A, dannistsgs;  einPfad
vonT undgo g1 einLauffir desserSpurin A.

SeinunT S S AP L einTransitionssysterandj einelLTL-Formel
iber2AP. Mit Aj bezeichnemir einenNBA mitLy A, Words | (sieheSatz
2.1aufSeite31). EsgeltennunfolgendeAquivalenzen

T TracesT  Words j
TracesT Words | 0 TracesT Ly A 0
T A j q Fa q
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furallein T A j erreichbareZustandéxmit ¢ Fa ,,sodaf
x mit g markiertist gilt : x liegt nichtaufeinemzZyklusvonT A

Wir sehenalso,daRdie Frage,ob T die Formelj erfillt auf eine Erreichsbar
keitsanalyseind Zyklentestdn einemungerichteterGrapherhinauslauft.

Zur Verdeutlichungder oben genannterSacherhaltefolgt nun ein kleines
Beispiel:

Beispiel2.2.1. GegeberdasTransitionssystenh mitderMengeAP  a b von
atomarerAussagensy seider Anfangszustandon T .

Weiterhinsei

| a b
Danngilt offensichtlichT  j,daz.B.derPfadsy s; s3 3 s3 die Formel;j
nichterfullt. Wir bildennundie Formel j :

o
IN

] a a b

Nungeberwir einenNBA A an,mitL,, A Words | Die Endzustandsmen-
gevonAistF o1

Swir meinennatiirlichdie von einemAnfangszustanduserreichbare@ustéande
“peachtedalR  hier semantischéquivalenzbedeutet
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D.ah
b} a @ @
{ab) — | n

b},{a,b
{bh{ab) . @
{b}'{a’b} e
CJ 0

{}.{a}.{b}.{a,b}

Nun erhaltenwir mit obigerKonstruktionserschriftfolgendenProduktautomaten

T A:
\ {0} {q1}
CG=) &)

{a0}

{a0}

4_

‘G
C/‘ (a0} O

Wie erwartetgibt esmit q; markierteerreichbarezustandedie aufeinemzZyklus
liegen,d.h.T | m

2.2.2 ProbabilistischesLTL-Model Checking

GegebereinProbabilistischeBrogramml o~ M AP L undeineLTL-Formel
j UberAP. Wie schonin De nition 1.2.12auf Seite18 erwahnterfllt Tpop, die
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Formelj , wenngilt

Wir wollen alsobestimmenpb pu Y 1 qgilt, bzw. wir wollen denWert von
LY j berechnenWie wir bereitswisser?, gibt eseinennichtdeterministischen
Buedi-AutomatenA Q2P d Qy F mit

Lw A Words |

De nition 2.2.2.[Erfulltr elation einesLaufesvon T beziiglicheinesNBA]
Sei T ein Probabilistische®rogrammund A ein nichtdeterministischeBuedi-
Automat.SeiY ein Laufvon T. Dannsagenwir Y erfillt A,i. Z.Y A genau
dann,wenn

traceY Ly A

Wir bezeichnemitY a,bzw Y A dieMengeallerLaufeY in T, dieA erfillen,
bzw. nichterfillen.m

DalLw A Words j gilt also
HY HY A

Wie im nichtprobabilistischerfrall kbnnenwir auchhier mit einer Produktlon-
struktionarbeitenum denWert pu Y A ZU ermitteln.Jedochist die Lagehier
etwaskomplizierter Wir werdenein PobabiIistischeE’rogrammTAj konstruieren,
dassozusagerd simuliert,jedochauchnochzu jedemZeitpunktdie Informati-
on bereitstellt,in welchemZustandsich A; unter Berlicksichtigungder bereits
besuchterZustandebe nden kdnnte.Aus Abschnitt1.3.2, Seite21 wissenwir,
daRRein Lauf von TA; mit Wahrscheinlichkit 1 in einerergodischerMengevon
TA; endenwird undjedenZustanddieserMengeunendlichoft durchlauferwird.
Die Akzeptanzbedingungon A; werdenwir benutzenumdie ergodischerMen-
genvon TAJ. in zwei Klassenzu einzuteilendie Klasseder akzeptieendenergo-
dischenMengenund die Klasseder nicht-akzeptieendenergodischenMengen.
DieseKlassi zierungwird sogescheherjalifolgendegilt:

die Mengeder Laufe, die in einerakzeptierendeergodischenviengeen-
denund nicht vom NBA A; akzeptiertwerden,bildet eine Nullmengeim
Folgenraumvon Ty,

SsieheSatz2.1, seite31
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die MengederLaufe,die in einernicht-akzeptierendeargodischerMenge
endenund vom NBA A; akzeptiertwerden,® bildet eine Nullmengeim

Folgenraumvon Ty,

Eswird alsogelten,daf?

HY A

gleich der Wahrscheinlichkit ist, dal3ein Lauf von TAJ. in einerakzeptierenden
ergodischerMengevon Ta, endetwaseinfachberechnewerdenkann.Dochbis
dahinbedarfes noch einiger Arbeit. Bevor wir mit der Konstruktionbeginnen,
wollenwir nocheinigeBemerkungen/greinfachungeranfiuhren.

Einige Bemerkungen/\éreinfachungen

Als ersteswerdenwir die Markierungender Zustandevon Tpp und das
Alphabetsawie die UbelgangedesNBA A; andern.

— SeiT M X L dasProbabilistischérogrammgdasausTyrop
entstehtindemmanAP durchX ersetztunddie Markierungsfunktion
folgendermasseanpalit.

L X X x X
- SeiA Q X d Qo F einausA; entstandendiBA, wobei
d gx dqlLx

Dasichdie zugrundeligendeMarkov KetteM nichtgeanderhat, besitzen
Tprop Und T, die gleichenLaufe unddie gleicheWahrscheinlichkitswer-
teilungfir diese.Zudemgilt :

Y A Y A
In Worten:die Mengeder Laufein Tpop, derenSpurin Ly, A - liegt, ist
gleich der Mengeder Laufe in Tprob, derenSpurin Ly A liegt. Somit
folgt
HY A HY A HY A
Somitkénnenwir alsoo. B.d.A. mit T, undA; weiterarbeiten.
Zu :SeiY Xox1 Laufin Ty, alsoauchin Tprob. Esqilt:

®Naturlichwird nicht der Lauf selbervon Aj akzeptiertsonderndesserProjektionauf die in

A liegendeKomponentaler ZustandeDasseherwir dannin derKonstruktion.
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Y A akzeptierendehaufgo g1 vontraceY in A

akzeptierendebhauf qo g1 mitgg dg 1LX i IN in A,~
akzeptierendehaufgo 1 mitgi d ¢ 1 x i IN in/A
akzeptierendehaufqgo g1 vontraceY in A Y A,

womit die Behauptundolgt.

Ausserdenwerdenwir im foIgendenannehmendaBAj in jedemZustand
fur jedenBuchstaberx X mindestenginenUbegangbesitzt.Dieskann
mano. B. d. A. tun,damanUbeigangezu einemzusétzlicherzustandein-
figenkann,dernichtin der Akzeptanzmengbeqgt.

Damitdie spatererKonstruktioneriuibersichtlichebleiben,wollen wir, dal3
A‘- nur einenAnfangszustandesitzt.Dies konnenwir wie folgt erreichen:
SeiA Q qo Xd qo F einausA; entstandeneNBA, wobei
Qo Q

d gx dgx g Q x X und

d go X gQdax x X

Eswird alsonur ein neuer(undeinziger)Startzustaneingeftigt,dergenau
die Ubemgangeder alten Startzustand®esitzt. DaR sich dadurchdie vom
AutomatenakzeptiertéSprachenicht andert,ist offensichtlich.

DieserPunktbetrifft nur die Notation.Aus Griindender Ubersichtlichleit
werdenwir im folgendenfur die Menge xq q R die abkirzende
Schreibweisex R verwenden.

Damit die Notationnicht zu kompliziert wird, fangenwir mit diesersozusagen
nocheinmalvonvornean.

SeiTyron M X L einProbabilistischeBProgrammmitM X T p po und

A Q X d go F einnichtdeterministischeBuedi-Automat,sodal Tyyop

und A die drei obengenannterPunkteerfullen.DaL,, A gleichdervon einer
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LTL-FormelerzeugterSpracheseinsoll, gelteL, A istmessbaim Folgenraum
vonM.” Also ist die Aufgabe,denWert

HY A

zuberechnen.

Die Konstruktion

Als erstesbilden wir dasProdukitransitionssystefyo, A wie in De nition
2.2.1,Seite32 beschriebel.Nun kdnnenwir Tprob A auchalsnichtdetermini-
stischerw-AutomateniiberdemAlphabetX mit folgenderUbemgangsfunktiorr
betrachten:

r xq X X § dgXx falls xX T

Bemerle,dal3in einenZustand x g nur Transitionemmit demBuchstaberx hin-
einfihren.Somitgilt fur einenZustandP X Q desdurchPotenzmengerdn-
struktion (sieheDe nition 2.1.2, Seite 29) erhaltenAutomaten Tpop A ga:
fuhrt eine Transitionmit demBuchstaberx nachP, soenthaltP nur Paarederen
ersteKomponente ist. Da abgesehermom Startzustan@lsonur Knotender Art

Xr r R xR, mitR Q, erreichbarsind, werdenwir beiderPotenz-
mengenknstruktiorabgesehewmom Startzustanduchnur solcheKnotenberick-
sichtigen.Nun wollen wir aberaustechnischerGrinden,dal3auchder Startzu-
standvonderArt x R R Qist. Diesistnichtgegebendenni. Allg. enthaltder
Startzustan@ustandevon Tpop A mit unterschiedlicheersterKomponente.
Wir kénnenunserZiel dennocherreichenjndemwir fir jededieserKomponen-
teneineneigenerStartzustande nierenundgegebenélls einfigen Wir erhalten
danneinensemideterministideen Automatend. h. einenAutomatenmit deter
ministischetUbegangsfunktionabermit mehrererAnfangszustandeiesstellt
aberin unserenveiterenUberlegungenkein Problemdar. Wir nehmenalsofol-
gendeModi kation vor:

De nition 2.2.3.[Der Automat Tpop A sl
Seiy der Startzustandon Tpon A ge- SeiKomp X so,dallx  Komp als

"Esist zwar allgemeinbekanntdaRdie von einemNBA akzeptierteSprachemessbaist im
FolgenrauneinerMarkov Kette(siehg[Va8]), jedochgenugtier schondie schwicherdussage
Uberdie Messbarkit der SprachesinerLTL-Formel.

8WobeiTpr0b aufoffensichtlichéVeisemit x X po x 0 alsMengederAnfangszustande
als Transitionssysterhetrachtetvird.
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ersteKomponenteinesElementesony vorkommt,also

Komp x X g Q: xq vy
Wir de nieren
Tprob Asdet Q Xr QO
mit
Q xR x XR Q X 2
Qo XxXQ y x Komp

r xR X r R XTI X

Wir habenalso eigentlich nur den Startzustandon Tpop A ge In mehrere
Teile bezuglichihrer erstenKomponenteaufgeteiltund die trivialerweisenicht

erreichbarerkKnoten(solche die Knotenvon Tpop A mit verschiedeneersten
Komponentemnthaltenweggelassern

Wir bezeichnerfiir x q Q mit Tpop A ga X g denjenigeriTeil
von Tpop A sge, dervom Zustand x q  auserreichbarist. Zusétzlichsei
x q derAnfangszustandon Toon A ge X Q
Zur Erinnnerunglaranwie die Konstruktionerdurchzufuhrersind,folgt jetzt
ein Beispiel.Gegebenseienein Probabilistische®rogramm

!

oo JENg)
&

NI

undein NBA

k X0 X1
RGO

X0
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mit dengewiinschterEigenschafterDannerhalterwir folgendedProduktsystem,

Xo
GG
X

Tprob A X0
X1
Qe
xo ()
auf welcheswir die Potenzmengemnstruktionanwenderkdnnen.Dies emibt

dann:
(o)
X1
: X1 o X
e A )
X0 0o X Qi
~
o o e
5

Cua)  Cuaw xay
Oxl

Zum SchlussdannnochdasAufsplittendesStartzustandes.

(e

) X1 X1 X0
Tprob A sga

X1 X1 lxl

i) Grany

Wir werdenuns jetzt Uberlegen, welcherZusammenhangwischenden Laufen
vonTpon A, bzw. Tpop A sde UnddenLaufenvon M besteht.

SeiY X Qo X1 1 einLaufin Tprop  A. Dannnennerwir Xg X1
den(eindeutigenyuY korrespondieenden(echten)Laufin T.

40



SeiY X0 Qo X1 Q1 einLaufin Tpop A sge. Dannnennerwir
Xo X1 den(eindeutigenyuY korrespondieenden(echten)Laufin T .

SeinunY Xxp x1 X2 einLaufin Tyop.

Sei xg qo einZustandvon Ty,  A. Danngibtesin Tpon A mindestens
einenin Xp qo beginnenderLaufY , sodalY korrespondierendérauf zu

Y ist(sieheDe nition von Ty, A undbemerle,daBA in jedemZustand
fur jedenBuchstaberx X mindestenginenUbeigangbesitzt).

Sei Xp Qo einZustandvon Tpop A sge. Danngibtesin Tpop A sgat
genaweinenin Xg Qo beginnenderLaufY , sodalY korrespondierender
Lauf zuY ist (sieheDe nition von Tyon A sge Und bemerle, daBA
in jedemZustandfir jedenBuchstaberx X mindesteninenUbeigang
besitzt).

Bemerkung 5. SeiY X0 0o X1 Q1 einLaufin Tpop A sga (be-
merke, dal3der Startzustaneinelementigst). Seieni  IN und x; g X Qi

beliebig.Danngibt es x; q; XjQj furj 12 i 1,sodaBesim zu-
grundeligendenGraphervon Tyon A denWeg Xo Qo X1 O1 Xi Qi gibt,
genauemilt X gk r X 10k 1 X% k 12 i. Diesist offensichtlich,

dader StartzustandonY einelementigst undsomitinduktiv alle Elementevon
X« Qc im zugrundeligendenGraphervon Ty, A durcheinensolchenWeg
von Xg Qo erreichtwerdenkdnnen.

Wie wir bereitserwahnthaben,betrachterwir Ty, A als nichtdeterministi-
schenw-Automatenmit Ubeigangsfunktiorr . Nunwerdenwir nochgeeignetlie
Akzeptanzbedingungon A hinzufligensodalTpop A zumBuedi-Automaten
wird. Als Mengeder Akzeptanzzustandedhlenwir X F, wobeiF die Menge
derAkzeptanzzustanden A ist. Wir erhalteralsoeinenNBA bestehendusdem
Tupel Toob A nNBA X Q Xr Xy X F ,wobeiX,wiein De nition
2.2.1,Seite32de niert ist. Esgilt nun:

Lemma2.1.SeiY xg X1 X2  einedterLaufvonT . Danngilt: Xp X1 X2

Ly A akzeptieendenLaufY in Tpop A npa, SOdaRY korrespondie-
renderLaufzuY ist.
Beweis:

“ " Y Ly A, esgibtalsoeinenakzeptierendebhaufq 1 go gz von
Amitg dg 1X% i 012 DaY akzeptierendst in A, gibt eseinen
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Akzeptanzzustandr  F der unendlichoft in Y vorkommt, es gibt also Indi-
zesip ix i3 mit gi, OF k IN. NunistY Xo Qo X1 Q1
ein Laufin Tprob A nBa zu demY korrespondiertWir miisseralsonur noch
zeigen,dalRY von Tyon A npa akzeptiertwird. Esgilt fir allek IN, dafi
Xy, Cliy Xi, OF X F.DaX F eineendlicheMengeist (beide Kom-
ponentensind endlich), folgt nun, daf? mindestensein Elementvon X F in
X, O k IN unendlichoft vorkommt,undY wird von Tpop A npa ak-
zeptiert.
“« o™ seiY Xo 0o X1 01 akzeptierendetaufin Tpon A nea. ES
gibt alsoeinenZustand xg g ausX F derunendlichoftinY vorkommt.Sei
Y derzuY korrespondierendeaufin A, alsoY xg x; .Da X go einAn-
fangszustandon Ty, A nBa ist, gibt eseinenAnfangszustand 1 von A mit
o dg 1 X .Weiterhingilt g d gi 1 X i IN.° Esistalsoq 1 go o
ein Lauf fir Y in A. Esbleibt alsonochzu zeigen,daRq 1 qo g1 akzeptie-
rendistin A. Dajedoch xr g¢ X F unendlichoft in Y vorkommt,kommt
offensichtlichge  F unendlichoft in Y vor. Somitist die Behauptungyezeigt.
O

Wir zerlegennunY  folgendermasseseiY , die Menge

YA Y Xox Y a Yechteraufin T 10
Also gilt

wobeiRes eineTeilmengeder nichtechtenLaufevon Ty, undsomiteineNull-
mengeim Folgenraumvon T ist. Wir erhaltenalso

WY A BY A (2.1)

DaesaufgrunddesebenobengezeigterLemmaeine“genaudann,wenn” Bezie-
hungzwischendenLaufenin Y , unddenakzeptierendehaufenvon Torob

A nga gibt, liegt esnahe,denWertpu Y, mittels denakzeptierendeh&ufen

von Tprob A nBa zu bestimmenDafir gehenwir jetzt folgendermassewor.
Wir de nierenfir jedenAkzeptanzzustandkr g X F die Menge

L X oF Lw Torob A nea

9Bemerle,daRY echterLaufin T ist.
0hemerletraceY Y
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derWorterausX", fur dieeseinenLaufin Toon A nea gibt, derunendlichoft
X Qe durchlauft,
L XF OF Y XW Lanao a1 furYin Tprob A NBA

mit g Xk g fur unendlichvielei
Nun kannnattrlichsein,dafir ein xe g¢ = X F dieMengeL xg g in
Tprob die Wahrscheinlichkit 0 besitzt,daRRalso

uL X or 0

SolcheTeilmengervonLy Tprob A npa trageroffensichtlichnichtszumWert
vonp Lw Tpob A nea  bei. Wir werdennundie Akzeptanzzustandess e
von Tyon A npa charakterisierenfur die die Sprachel  xg gr  positives
p-Mafl3 hat.

De nition 2.2.4.[PeriodischeZustande]

Ein Zustand x g von Tpon A nea heilRtperiodisd, falls der zugrundelie-
gendeGraphvon Tpop A ge X g eineergodischeMengeC mit folgender
Eigenschafenthdlt: R C xg R

FlreinenperiodischeiZustand x g seigyq X einendlichesNortlberX, so
daR Tprob A ge X g durchEingabevongy,q von x g zueinemZustand
in C Ubegeht.m

Bemerle, dalResi. Allg. eineunendlicheAnzahlanWérternausX gibt, die
die Anforderungerang, 4 erfullen.g,, seieinbeliebigessolchesestesWort.
Bemerle ausserdemdaf’ fur Oxq XX Xn die Xi 1 X; Transitionenin
Toopsind,also x 1% T i 12 n.

Bevor wir nun fortfahren,wollen wir nocherklaren,wie manfir gegebenes
xq X QdenzugrundeligenderGraphervon Tpon A g¢ X g alsMar-
kov Ketteinterpretiererkann.DazufolgendeDe nition:

De nition 2.2.5.[Die Mark ov Kette M Xq ]

Sei xqg X Q.SeiG VE derzugrundeligendeGraphvon Tpyp
A g& x g .Dannde nierenwir M Xq als

M Xq V E P fo
wobei

p xR xR P fir xR X R E.
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Po X 1

Dannist M X eineendlicheMarkov Kette.
Wir bezeichnemit p Xq dasWahrscheinlichkitsmaldesFolgenraums/on

qu.l

De nition 2.2.6.[DasEreignisWdh]

Seienxygh X undguwgh Q. Wdh; seidasEreignis,dal3ein in xygn begin-
nenderLaufY von Tpop zu einemLaufY von Tpon A korrespondiertderin
Xwdh Qwdh beginntund Xygh Gwgh  Unendlichoft durchlauftm

Lemma 2.2. Sei x q periodishundg,y X1 % X, dasmit x q asso-
zierteWort ausX . Das Systeml op Startein x. Dannist die Wahrscheinlichkeit
fur dasEreignisWdhi mitXygn  Xxundagwdan  qunterder BedingungdalR Tprob
zuestdie Transitionenin g4 durchlauft, gleich 1.

Beweis: Seip gxq dieWahrscheinlichkit, daleinin x beginnendeiaufvon
Toron dasWortg 4 alsPré x hat,also

Py yq
o o . .11
pXX1 pX1X2 an 1Xn
Po X

P Oxq
Da,wie obenschonerwahntdie % 1% Tfluri 12 n(mitX, x,gilt

POIxqg O

Wir werdenjetzt zeigen,dal3manmit Wahrscheinlichkit 1 fur jedenLaufY von
Toron, derdasWortxg q alsPra x hat,einenLaufY von Ty, A konstruieren
kann,sodalY derzuY korrespondierendeaufistundY in x q beginntund
x q unendlichoft durchlauft. Dazu zeigenwir, dal3man mit Wahrscheinlich-
keit 1 denLaufY folgendermassemnterteilerkann:Y  xtixtoxts , wobeijedes
ti i INdasWortg,q alsPrax besitztZusatzlichwird eseinenzuY korrespon-
dierenderLaufY  yoy1y2 vonTye, A gebenderin x g beginntund
sichamEndejedesSegmentsim Zustand x q be ndet,d. h.yx  x g k
é'j 1t 1 1 012 .Damitistdanndie AussagedesLemmasgezeigt.
SeialsonunY Xg X3 X2 ein Laufvon M (alsoauchvon Tprob , derdas
Wortxgy q alsPra x hat.Die erwahntdJnterteilungwird schrittweisegeschehen
und wir werdenTeilresultatemittels vollstandigerinduktion zeigen.Sei divide;
dasEreignis,dalimany in xtixtox  xtjxRe$ unterteilenkann,mit Reg; hatdas

HsieheBemerkungs, seite18
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Wort g, 4 alsPrax, undtx hatdasWort g, alsPrax, k 12 i, undes
gibt endlichenin x g beginnenden_auf yg y1 Ym M éij 1t 1 von
Torob A, dermitdemPréa x Xg Xg XmvonY korrespondiertindfur dengilt:

v« xq k &b, 11 012 i

Behauptung 1 : Die Wahrscheinlichkit fir dasEreignisdivide; fur beliebiges
i INistgleichl.

Bew.: mittelsvollstdndigennduktion tiberi

Induktionsanéng: i =0.

Hier gibt es nichts zu zeigen,da’Y dasWort xg, 4 als Pra x hat. Also
genugtdie UnterteilungY  xRe$y (bemerle, daRXy x und Regy be-
ginntmit g, ¢ ). Ausserdemistyp, ~ x g dergewlnschteendlicheLauf
vonTpp A

Induktionsschritt esgeltedivide; mit Wahrscheinlichkit 1

D. h. mit Wahrscheinlichkit 1 habenwir Y  xtixtox  xtixReg mit Res;
hat dasWort g4 als Prax, undt, hatdasWort g, 4 als Prax, k

12 i, undesgibtendlichenin x q beginnenderLaufyg y1 Ym M
é'j 1t 1 vonTpye, A, dermitdemPrax Xo Xg XmvonY korre-
spondierundfiir dengilt: y« xq k &}, t 1 1 012 i
Wir betrachtegetztdenLaufY Xy Xm 1 xReg von M. Dannhat
Y dasWortxg, 4 alsPrax. EsseiY  YnYm 1 derkorrespondierende
in xq beginnendeLaufin M Xq (bemerle, daRY eindeutigist). Sei

d m IN nunminimal,sodal3gilt:

- Xq Yq
—Xd1 Xdn  Oxq

Behauptung?2 : d ist mit Wahrscheinlichkit 1 endlich.

Bew.: Da x q periodischist gibt eseineergodischeMengeC von Tyyop
A 4« x g die einenZustandy enthalt,mit x g y. Nun sinddie zu-
grundeligendenGraphenvon Ty A ge Xgq und M Xq aberdie

gleichenAlso ist C auchergodischeMengevonM q- Ausserdenistgy q
geradeso gewahlt, daR ein Lauf flr das Eingabevort g, g in Tprop

A ga xq inC endet.DaY dasWort xg,, alsPréax hatund korre-
spondierenderaufzuY ist, folgt somitauch,dallY,, C gilt. Wir wissen,
dallY mit Wahrscheinlichkit 1 jedenZustandvon C unendlichoft durch-
laufenwird (sieheAbschnitt1.3.2,Seite21). Also wird auchderZustandy
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mit Wahrscheinlichkit 1 unendlichoft vonY durchlaufenSeialsoYy vy
fureink IN.Day xR fareinR Q,folgt Xx x. Somiterhalterwir
(bemerle,dalBg,q X1 %2 Xn vorausgesetavar):

Hyg Yk 1 X1 Ry Y«n %Ry Y xR vy
2uXe 1 % X n %X x Buxy % Xn % Xo X

P Oxq 0
FallsalsoY in Schrittk denZustandy erreichthat,soist die Wahrschein-
lichkeit,dallY indenSchritterk 1 ndieZustandeX; R; Xn Rn

erreicht,echtgroéf3erals 0. DaY abermit Wahrscheinlichkit 1 denZu-
standy unendlichoft durchlauftst die Wahrscheinlichkit, dal3die Sequenz
Y« Y1 X1 Rt Y« n Xn Ry furbeliebigek IN nichtinY

vorkommt, gleich 0. Somitgibt esmit Wahrscheinlichkit 1 eind IN mit

Yo YY91 X R Yoy n % Rn,alsoauch
- X0 Yy
- Xd1 Xdn Oxq

Damitist die Behauptun@ gezeigt.

Wir kdnnennun dennachsterSchritt der Unterteilungvon Y vornehmen.
Seiti 1 Xm 1 Xg 1. Dannhatt; ; wie gewlinschtdasWortg, 4 als
Pra x. ZudemhatderRestvonY, alsoXq X4 1, wiederdasWortxgyq
als Pra x. Somit gilt fur dir UnterteilungY  xtixtox  Xtixt; 1XRe$§ 1,
dalRRes$; ; dasWort Jxq als Pra x hat. Wir kbnnennun auchdenend-
lichenLaufyg y1 Ym Wie gefordertverlangernNach Konstruktiongilt
Ym Ym 1 Yy ist Pra x einesLaufesvon M xq SO auchvon Tpp

A ge XQq ,mitYy xqgq und xq Yg. Somitgilt mit Bemerkung
5, Seite41, dalResin Tyop A einenin x q beginnendenLauf Y

am am 1 ag a4 184 2 gibt,sodalRag x q unddie ersteKom-
ponentevon a; gleich der erstenKomponentevon Y; ist, furi  mm

1 d. DanunY zuY korrespondiergilt diesauchfir die Sequenzen

Xm Xm 1 Xqundam am 1 a4. Somitseialsoam 1 aq dernéch-
steTeil vonY , also

Yn1i1 @8m 1 Ym2 @m 2 Yda &q

?beachtadie KonstruktionvonM , . unddie EindeutigleitvonY  (bzgl.Y)
BwegenderMarkov Eigenschaft
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Setzerwir Ereignisdivide; voraus sogilt Ereignisdivide; 1 alsomit Wahr
scheinlichleit 1. Da nun aberschondasEreignisdivide; mit Wahrschein-
lichkeit 1 gilt, kbnnenwir induktiv folgern,dafl3auchdasEreignisdivide; 1
mit Wahrscheinlichkit 1 gilt. Somitist Behauptund alsogezeigt.

Nungilt aberaucH?#, daRdie Wahrscheinlichkitfiir dasEreignis divide;
i 01
gleich 1 ist. Dasbedeutetbernichtsanderesals dalwir mit Wahrscheinlichkit
1 einenLaufY mit Pra x xg, 4 in unendlichviele SegmentedergeforderterArt
unterteilerkdnnenundeinenzuY korrespondierendemaufY von Ty, A an-
geberkénnensodallY denZustand x q unendlichoft durchlauft.Damitist die
AussagalesLemmasgezeigt.
O

Bevor wir nunzu einemzusammerdssendeResultakommenkdnnenbeno-
tigenwir nochein weiteresLemma,dasAussageruberdasAkzeptanzerhalten
nicht periodischeZustandenacht.Dazude nierenwir unszuerstein neues\ie-
derholungsereignignd zeigendannein solched.emma.

De nition 2.2.7.[DasEreignisWdh»]

SeieNXygh Xgart X undQwdh Ogart Q- Wdh, seidasEreignis,dal3einin Xgart
beginnendetLaufy von Tpop zueinemLaufY vonTye, A korrespondiertder
IN Xgart Ogart beginntund Xygh Qwan Unendlichoft durchlauftm

Lemma 2.3. Sei x g nicht periodist. Dann gilt fUr beliebiges Xgart Ogart

X Q,daRdasEreignisWdh, mitxygn Xxundgwgn g mit Wahrscheinlichkeit
0 eintritt.

Beweis:

Xstart Ostart Xwdh CGwdh X(q
SeiY Xg X1 Xo ein Laufin M (alsoauchTyo, mit Xo  x. Essei

Y Yo Y1 Yo der eindeutigezu Y korrespondierenden  x q be-
ginnendeLauf in M E Da x g nicht periodischist, gilt fur alle ergo-
dischenMengenvon M Xq " dafRdiesekeinenZustandenthaltender x q

enthalt. Nun gilt abermit Wahrscheinlichkit 1, daY in einer ergodi-
schenMengevon M X endet(und somit darin verbleibt)°. Also gilt mit
Wahrscheinlichkit 1, daResnur endlichviele Indizesi iz ik gibt, mit

Yzur Erklarungsiehe[Bau7g
BsieheAbschnitt1.3.2,Seite21
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xq Y.SeinunY YoYrYz, einzuY korrespondierenddraufin
Toob AmitYy  x g . Danngilt aufgrundder Potenzmengernstrukti-

on,daRY, Y, i 012 .FallsalsoYj x g dannfolgtdarausdaf
] i1 02 ik . Somitgibt esmit Wahrscheinlichkit 1 nur endlichviele
Indizesmity;  x g . DasEreignisWdhy tritt alsomit Wahrscheinlichkit
Oein.

Xgart Osart Xwdh Owdh Xq
SeiWdh), dasEreignis,daBein in xgart beginnenderLaufY von Ty zu

einemLaufY  yoy1y2  vonTye, A korrespondiertnit Y beginnt
IN Xgart Ogart ,» durchlauft Xygn Qwan unendlichoft undesgilt :

=i Xwdh Owdh

—Yi  Xwdh Owdh ] I
Danngilt
Y'Y erfiillt Wdh, i Y'Y erfullt wdhl,

Nunist aber i IN die Wahrscheinlichkit fur dasEreignisWdhi2 gleich
0. DaaufderrechtenSeitederobigenGleichungeineabzéhlbard/erei-
nigungsteht,folgt, dalREreignisWdh, mit Wahrscheinlichkit O eintritt.

Zu : Seii IN.SeiA; Y Y erfilllt Wdh), . Sei
B Y Yerfullt Wdhy mit Xgart Ogart Xwdh Cwdh Xq

Dannwissenwir, da3B MassO hat.
Esqilt
A % x 1 XxDXo X 1B
AufgrundderMarkov Eigenschaftilt
1 D X0 X 1B M D Xo X1 HUB 0

Also folgt p A; 0.
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Wir habemunallesbeisammenym dengewiinschtenNert
HY A

zu bestimmenAhnlich wie die Markov KetteM X de nierenwir jetztbasierend
aufdemzugrundeligenderGraphemnvon Tyon A sge €ineMarkovkette.

De nition 2.2.8.[Die Mark ov Kette M, ]
SeiG Q E derzugrundeligendeGraphvon Tyon A sge. SeiQ, dieMen-
gederStartzustandeon Tpop A sge. Dannde nierenwir My, als

Mgt Q E P fo
wobei
p xR xR P fUr xR X R E.
Po XR Po X XR Q

Dannist M, eineendlicheMarkov Kette.Wir bezeichnemit p,, dasWahr
scheinlichleitsmafdesFolgenraumson M, . m

Als nachstesnachenwir eine AussageliberdenZusammenhander Wahr
scheinlichleitsraumeszon M undM .

De nition 2.2.9.[Die Projektion p]
Seip folgendeAbbildungzwischendenLaufenvon M, unddenLaufenvonM.

p: QY X"

R Xx1R xR Xo X1 X2
FireineMengeA Q Y de nierenwir

p A pY Y A

Bemerle, daBwir p auchauf endlicheWérter lberQ anwenderwerden.Wir
meinendanndie offensichtlicheAbbildungp :  n Q ¥ XK
|

Dannist p mel3barda

plDxox1 X D xRy x1R; Xn Ry 16
Xo Ro XnRn Q

wobeimit D die Basiszylindevon M, gemeintsind.
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Lemma 2.4. SeiY mel3barin M. Danngilt
MY K P 1Y
Beweis: SeifldasBildmalivon g, unterp, d.h.
BY  pge p 1Y firalleY meRbain M

Dannist fl ein Wahrscheinlichkitsmaliaufders-AlgebraD desFolgenraumson
M, und {1 stimmtmit y auf denBasiszylindernvon M tberein.Da aufgrundder
Schnittstabilitader Basiszylindedie Fortsetzungron p auf D eindeutigist, folgt

Bou

wasdie BehauptunglesLemmasist.
]

Wir kénnenalsonundie Markov Kette M, benutzenum die gewiinschte
Wahrscheinlichkitp Y A zuberechnenDazuunterteilenwir nochdie ergodi-
schenMengenvon M, in zweiKlasserein.

De nition 2.2.10.[AkzeptierendeergodischeMengen]

Wir nennereine ergodischeMengeC von M, akzeptieend falls C einenZu-
standenthalt dereinenperiodischerZustandvon Tyron, A enthélt desserzweite
Komponentein Akzeptanzzustandon A ist. Also C ist akzeptierendfalls gilt:

X g periodischund x R Cmit X g xR o F
Ansonstemennerwir C nicht akzeptieend m

Satz2.2.
HY A

ist gleich der Wahrscheinlichkeit, daRein Laufvon M, in einerakzeptieenden
ergodishhenMenge vonM . endet.
Beweis: SeiFair die MengeallerLaufein Mg, diein eineremgodischerMenge
von Mg, endenundjedenZustanddieserMengeunendlichoft durchlaufenWir
wissenausAbschnittl.3.2,Seite21, dal3p , Fair 1.

SeiFairy, Fair die MengederLaufein Fair, die in einerakzeptierenden
emgodischerMengevon M, enden.
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SeiFair 45 Fair die MengederL&aufein Fair, die in einernicht akzeptie-
renderemgodischerMengevon M, endenDanngilt

HY A

Tuy

Mg P 1Y o

Hge P 1Y o Fair

Bhue plY o Farg ply o, Fair a
Kgg P 1Y o Failfae Wb 'Y 5o Far a4

Wir zeigennun,dal}

Bsge P 1Y o Fairge Mg Fairae

und
B P 1Y Ao Fair g O
Danngilt also
HY A Hsge Fairaie

wasdie AussagalesLemmasbeneist!?

Z.Z. Pge P 1Y 5 Fairge Mgy Fairai -

Z.z.istalso,dal¥fir einY  Fairge gilt, daBp Y mit Wahrscheinlich-
keit 1 von A akzeptiertwird. Bemerle,daRp Y ein echterLauf von M
ist (sieheKonstruktionvon Tpop A sger). Somitwird alsoaufgrunddes
Lemmas2.1, Seite41,p Y genaudannvon A akzeptiertwenneseinen
akzeptierendehaufin Tyon A npa gibt,derzup Y korrespondiert.

Esgenugtsomitzu zeigen,dal’fir einY  Fairge gilt, da3esmit Wahr
scheinlichlkeit1 einenzup Y korrespondierendeskzeptierendehaufin
Tprob A NBA gibt-

sieheGleichung2.1, Seite42

18djesist einedisjunkteVereinigung

19Bemerle, daRdie Laufevon M4, diein einerakzeptierendeergodischerMengevon M
endenabernicht jedenZustanddieserergodischerMengeunendlichoft durchlaufengineNull-
mengbeziglichy,, darstellen.
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SeiY  Xg X1 X2 ein Lauf in Fair .. SeiC eineakzeptierendergo-
discheMengevon M., undk IN so,dal

Xipi C j k

gilt. Da C akzeptierendst, gibt es xr g= periodischund einenZustand
y Cmit
XQr Y

Seigy. ¢ dasmit X gr assoziertendlicheWort tiberX ausDe nition
2.2.4,Seite43. Danunmit Wahrscheinlichkit 1 gilt, daY jedenZustand
von C unendlichoft durchlauft(sieheAbschnitt1.3.2,Seite21) kannman
wie im Beweisvon Lemmaz2.2, Seite44, zeigen,dalResmit Wahrschein-
lichkeit1eind IN gibt, sodalgilt:

Xd y pxd 1 xd gXFQF gXFqF

Nun gilt mit LemmaZ2.2, Seite44, dal3p Xg X4 1 X4 2 mit Wahr
scheinlichlkeitl zueinemLaufY X304 X4 1 04 1 vonTyep A
korrespondiertmit Y beginntin X gr unddurchlauft xe gg unendlich
oft. Wir habenalso,dal3mit Wahrscheinlichkit 1 gilt:

- X4 Y X Rund

—-pPXdad PXd1 PXd2 korrespondierzu einemLauf
Y X404 Xd 10d 1 vonT,op A, mitY beginntin xe gr
unddurchlauft xr ge unendlichoft.

Falls aberdie beidenEigenschaftegegebersind,folgt leicht,dal3p Y
p Xo X1 zueinemakzeptierendehaufvon Typ A nea Korrespon-
diert, wasdasLemmabeweist.

Hierzumusserwir nurnochzeigendalidasAnfangsstick Xo X3 X4
zu einemendlich Lauf von Ty A nea korrespondiertder in einem
Anfangszustandon Tpon A nea beginntundim Zustand X g endet.
Diesfolgt induktiv (vgl. Bemerkungp, Seite41) wie folgt:
esgilt xr gp Xy
Xd 10d 1 X4 1Mt Xe gr I X4 104 1 XF
Xd 20d 2 Xg 2Mit X4 10¢4 1 I X4 20d 2 Xd 1

20

20r war die Ubergangsfunktiorvon Tprop A nea.
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Xo0o Xomit a1 X Co X1
Da alle Elementevon X Startzustandeon Tpon A sind?, leistetdie

Sequenzxy o X1 Q1 X4 104 1 XF Or dasgewiinschte.

Z.Z. Pge P LY 5 Fair ae 0

Z.z.istalso,daf3fireinY  Fair g gilt, daBp Y mit Wahrscheinlich-
keit 0 von A akzeptiertwird. Bemerle,dalRp Y ein echterLauf von M

ist (sieheKonstruktionvon Tpron A sger). Somitwird alsoaufgrunddes
Lemmas2.1,Seite41,p Y genaudannvon A akzeptiertwenneseinen
akzeptierendehaufin Tpop A npa gibt,derzup Y  korrespondiert.

Esgenugtsomitzu zeigendal¥fir einY  Fair 4 gilt, dalBesmit Wahr
scheinlichlkeitO einenzup Y korrespondierendeskzeptierendebaufin
Torob A nea gibt.

Diesfolgt sofortausLemma2.3, Seite47. Angenommen,
Y R x1Ri xR

ist ein Lauf in Fair 5. Danngilt, daRY in einernicht akzeptierenden
ergodischerMengeC endetEsgibt alsoeinenindexk IN, mit

iRy C j k

Wir wissendal3fur jedenzup Y Xo X1 X2 korrespondierenddrauf
Yo Y1 Y2 von Tpop A nea aufgrundder Konstruktionvon Tprp

yy xR 10
Fall esnununendlicheviele Indizesiq i» gibt, mit

Yii VYio Vi
sogibteseinenindexi; k, alsogilt

Yo, ¥ xR C

21sieheDe nition 2.2.8von Torob A s, Seite49 unddie De nition 2.1.2der Potenzmen-
genlonstruktion Seite29
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DaC nicht akzeptierendst, folgt, daf3y;, nicht periodischist. Somitfolgt
mit Lemma2.3,Seited7 (it Xgart Ogart beliebigund Xydh Owdn  VYig »
daRRdie Wahrscheinlichkit fir einensolchenzup Y Xo X1 X2 kor-
respondierendelnaufyp y1 y2  von Tyon A neagleichOist. Diesgilt
insbesonder&iry;, Q F.

O

Mit Satz2.2 habenwir nun dasrichtige Werkzeug,um denWert u Y A
algorithmischberechnerzu kbnnen Wir geberfolgendenAlgorithmusan:

Algorithmus 1 Grundideeeinesquantitatven probabilistischerModelchecking
Algorithmusmit Buedi-Automaten

Eingabe : gegeben sei ein ProbabilistischesProgramm T
M AP L undeineLTL-Formel]j UberAP

prob

Ausgabe ausggebenwird derWertp'Y

1. ErstelleNBA A Q APd Q F mitLy A Lwj

2. VerandereA und T, gemafiden Bemerkungerund Vereinfachun-
genvon Seite36.SeiA  Q X d qo F dersoausA enstandene

NBA und Tprop M X L dasausT,, enstandenérobabilistische
Programm.

3. KonstruieredenAutomatenT o A.

4. Berechnalie Mengeder periodischerZustandex q von Tprop A mit
q F.

5. Konstruieradie Markov KetteM 4 .

6. BerechnedenWertp Y ; gemafSatz2.2,Seite50.

Bevor wir nunaufdie einzelnerSchrittedesAlgorithmuseingehenbemerlen
wir nochfolgendePunkte:

Wir kdnnendie gleicheVorgehensweisbenutzenwennwir eineSpezi ka-
tion habengdie durcheinenNBA gegebenist (flir einenNBA A gilt: Ly, A
ist messbaim FolgenraumeinerMarkov Kette (siehe[Va89)). In diesem
Fall fallt alsonur Schritt1 desAlgorithmusweg.
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Desweitererbemerlenwir, dal3gilt :

alle erreichbareremgodischenMengenvon Tpon A sge Sind akzeptie-
rend.

Somitkdnnenwir fir qualitatvesL T L-Model CheckingeinigeSchrittedes
Algorithmusvereinfichen.In Schritt5 braucherwir z. B. nicht die exak-
ten Wahrscheinlichkitenvon M, betrachtensondernnur den zugrun-
deliegendenGraphen Anstellevon Schritt 6 Uberpriferwir dann,ob alle
erreichbarerergodischerMengenvon Tpon A sge akzeptierendind.

De nition 2.2.11.
SeiA eineTeilmengeder Zustandeson Ty, A und x g A. Wir bezeichnen
mit

Ade X Q

denjenigerdeterministischeAutomatendenmanerhalt,indemmandie Potenz-
mengenknstruktionnur auf die Zustandean A anwendetZudembetrachterwir

nur denvom Zustand x q erreichbarerTeil undde nieren xq alsAn-

fangszustandonAge X q . Auch hier bestehein erreichbareZustandnur aus
Zustandervon Ty A, die dieselbeersteKomponentédesitzenm

Bevor wir nunfortfahrenwollen wir unsiberlggen,welcheStrukturder zugrun-
deliegendeGraphvonCyg x g im VemgleichzumzugrundeligendenGraphen
von Tpob A ge X g besitztfallsC einestarle Zusammenhangsknponente
(SCC)von Tyop  Alistund x g  C gilt. Dieswerdenwir dannspaterbendti-
gen.DazunocheineDe nition.

De nition 2.2.12.[Der Graph © ]
SeiG V E eingerichteterGraphundt V1 Vi einePartition von 'V,
d.h.

i1 kY V Vi Vp 0 i ]

Dannbezeichnemvir mit © ; dengerichteterGraphenV E mit
Vv Vi Wt

ViV E v Vi v Vj vv E
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Seiim folgenden
G VE

derzugrundeligendeGraphvon Ty A ga X Q

Lemma 2.5. SeiC einestarke Zusammenhangskponenteon Ty, A und
xqgq C.Sei

V v V:v C 0

SeiG dervonV induzierteTeilgraphvonG. Sei
\% v C:v V

und
t v V.vC v v V

t istalsoeinePartition der Zustandan V beziglih ihrer C-Anteile Sei
G ©,

DannistG t E isomorphzumzugrundeligendenGraphenvonCyg X q ,
undein Isomorphismusler Knotenist gegebendurch

t s f v C mitvbeliebigauss

Dies bedeutenichts andeks, als daR mandenzugrundeligendenGraphenvon
Cye X ausdemzugrundeligendenGraphenvon Ty A ge X Qq er-
halt, indemmanerst alle Knotenentfernt,die kein ElementausC enthaltenund
dannausdenibrig gebliebenerkKnotendie Elementeentfernt,die nicht in C lie-
gen. Zum Scdlussmussman dannnod alle die Knotenverschmelzendie den
gleichenC-Anteil hatten.

Beweis: Wir zeigen,dal3die Abbildung f eineBijektion zwischent und den
KnotenvonCyeg X q ist.

f istwohlde niert: Seis t. Z.z.:
-v C v C vv s

Diesist offensichtlich,dat die ZustandenV geradebezuglichihrer
C-Anteile partitioniert.
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— f s istKnotenvonCyg X q
Esist a priori nicht ersichtlich,da3f s ein ZustandvonCyg X q
ist. Daabers t,folgt @ s V mit

vv s:v C v C 0

Seinunv s vistalsoein Zustandin Tpop A ge X q . Esgibt
somiteinenPfad

X q X1 Ry Xn Rh v
von x g nachvim zugrundeligenderGraphernvon
Torob A da X
Wir kbnnenjetztinduktiv zeigendalR x;, R C i 12 n 1

mit X, 1 Ry 1 veinZustandnCygq X q ist.

Induktionsanéng: i 1

Da xq eineTeilmengevonC ist, ist die Behauptungffen-
sichtlich.

Induktionsschritt x R C seiein Zustandvon Cge X Q
undesgeltei n 1 .Dannfolgt die Behauptungusder Tat-
sachedaBesfirein x; g x R CinTpop A keinenUber
gangzueinemZustand X; 1 Qi 1 X 1R 1 Cgibt.

X R X 1R 1
Gébeesein solches x; g , dannwissenwir mit Bemerkungb
,Seite41,dalesim zugrundeligenderGraphvon Ty, A einen
Pfad
Xq X1 qu Xi G
gabe alsoauchdenPfad

Xq X100 g X 10 1
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Daswareaberein Widerspruchdazu,dal? x g und xi 1 g 1
beidein der selbenstarken ZusammenhangsknponenteC lie-
genund X g nichtin C liegt. Somit kann es einen solchen
Ubegangin Ty A nichtgebenD. h., daesfir jedenZu-
stando X 1 R 1 CeinenZustanda x R C gibt, mit
Torob A hateinenx; 1-Ubemgangvonanachb. Da xi R C
nach Induktionswraussetzungin Zustandvon Cqg¢ X q ist,
folgtdiesauchfir x; 1 R 1 C v C fs.

f ist surjektv : Sei x R ein Zustandin C4q¢ x q . Danngibt esim
zugrundeligenderGraphenvonCye X q einenPfad

XxXq xR n R, X R
Sei
XxXq X1Rg X R X R
derdurchdie erstenKkomponentereindeutigde nierte Pfad im zugrunde-
liegenderGraphervon Ty A ga X q . Offensichtlichgilt
X R iR C X R X R C
Wir wollen nundie umgelehrtelnklusion
X R X R C X R xR C

zeigen.Dies folgt aberwiederuminduktiv aus der Tatsachedal3 es fur
ein X qj X R CinTpop A keinenUbemgangzu einemZustand
X101 X 1R 1 CgbtSeix,1 X Rv1 RR,; R.

— Induktionsanéng: i 1
Da xq eineTeilmengevonC ist, ist die Behauptungffensicht-
lich.

— Induktionsschritt:  Es gelte x R, xi R Cundi n 1.
Daesnunfir jedenZustandb x 1 R 1 C einenZustanda
X R Cgibt,mit Tyop A hateinenx; 1-Ubeigangvon a nachb,
folgt x 1R ; x 1R 1 C.

Esqgilt also
X R xR C 0
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Damitgibteseins t mit x R s Firdiesessgilt offensichtlich
fs xR C xR

wasdie Surjektvitat von f beweist.

f istinjektiv : Diesisttrivial, dat die MengeV nachdemC-Anteil ihrer
Elementepartitioniertund f ein Elementvont geradeauf seinenC-Anteil
abbildet.

SeiG V E derzugrundeligendeGraphvon Cyge x q . Somit habenwir
gezeigt,dalR f eine Bijektion zwischender Menge der Knotenvon G und der
Mengeder Knotenvon G ist. Esbleibt alsonochzu zeigen,daf3t vertraglichist
mit denKantenmengeron G und G, daf3alsoqilt :

st t: st E fs ft E

Seienst t.

“ :“ Esgelte st E.Esgibtalso x R s x R t, sodal3esflr
aleb x R eina x R gibt, sodaRgilt: esgibt einenx -Ubeigangvon
anachbin Tyop A. Wiederumgilt, daBesfireina x R CinTpop A
keinenUbelgangzueinemZustando x R Cgibt. Somitgibt esfir alleb
x R Ceina x R C,sodaRgilt: esgibteinenx -Ubegangvonanachb
inTorob A.Daf s Xx R Cundft x R Cfolgt fs ft E.
“ ;" Esgelte f s ft E.Seinun x R sbeliebig.Alsogilt: x R

C fs.Sei

t X Ry X Ry

Daesnunin Tyop A keinex -Ubegangevon Elementeraus x R C nach
x R Cgibt, folgt, daBesin Tpon A ga X g einenx -Ubeigangvon
X R zueinemZustandugibt,mitu C f t .Dannfolgtaberu tundsomit
giltauch st E.

O

Esgilt also,daBRG t E isomorphzum zugrundeligendenGraphenvon
Cyde X q ist. DiesenSacherhaltwerdenwir im nachste.emmabendétigenin
demwir zeigenwerdendallin einerstarkenZusammenhangsknponentdSCC)
von Typrop A entwederalle Zustandeperiodischsind, oder keiner Ausserdem
zeigenwir, daBmanfir eineSCCC von Tprop A nurCye X ¢ xq C
undnichtganz Tpon A ge X g betrachtermuss,um zu entscheiderpb die

59



Zustandevon C periodischsind odernicht. Dies wird die Berechnungler peri-
odischenZustandevon Tpn A in Schritt4 desAlgorithmuserheblichverein-
fachenDaflrzuvor nochfolgendeDe nition.

De nition 2.2.13.[vollig spezi ziert]

SeiA eineTeilmengeder Zustandevon Tpop  A. Sei x @ A ein Zustandin
A.Sei x R einZustandn Age X g .Wir nennenx R vollig spezi ziertin
Age X q ,fallsfir alle Transitionenx x inT gilt, daR x R einenUbeigang
aufdemBuchstaberx inAge X g hat. x R istalsovoéllig spezi ziert,genau
dann,wenngilt:

X X Tgilt: x R ZustandvonAge Xq mit X R x R

ist eineKanteim zugrundeligenderGraphernvon Age X q

Bemerle, dal zwar jeder Zustandvon Tpon A ge X g  VOllig spezi -
zierP?istin Tpop A ge X g , jedochist i. Allg. nicht jeder Zustandvon

Ada X Qg inAga Xxq Vollig speziziert.

Lemma 2.6. SeiC einestarke Zusammenhangskiponent§SCC)von Tyon A
und x g C einZustandn C. FolgendeAussaensinddannéaquivalent:

1. x q istperiodisd.
2. Esgibt eineergodistieMenge D vonCyg x q fur diegilt:

yistvollig spezi ziert y D

3. Esgibt im zugrundeligendenGraphenvon M einenendlichenin x begin-
nenderPfadg X xp Xn, sodal3jederLaufvonM, dergalsPra x hat,
einenkorrespondieen,in x g beginnendenLaufvonT A besitzt,der
nur ZustandevonC durchlauft.

4. Alle Zustanden C sindperiodisa.

22Wir hattenvorausgesetztjaBA in jedemZustandfiir jedenBuchstaberausX mindestens
einenUbemgangbesitzt.
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Beweis:

1 2 : Sei xq periodisch.Sei D eine ergodischeMengevon Tpop
A g& x Qg , die einenZustand x R enthalt,mit x g x R (die Existenz
einersolchenMengefolgt ausder De nition einesperiodischerzustands)Wir
zeigenjetzt, dal3gilt:

(a) JederiZustandaufeinemPfadvon x g nachD enthéaltmindestenginen
ZustandvonC.

(b) JederZustandvon D enthéaltmindestenginenZustandvonC.

(c) EsgibtinCyg¢ x q einekanonischeron D abgeleiteteergodischeMenge
D vonCga X (Q

(d) JederzustandvonD ist vollig spezi ziertin Cgee X q

Dannist 2 erfuillt.
Um die erstenbeidenPunktezu zeigen bemerlenwir folgendessei

circle xq yi o1 Y« Ok X (

einKreisim zugrundeligenderGraphenvon Ty, - A. Danngilt: alle y; g; i
1 n liegenin derselbenstarken Zusammenhangsknponentavie x q 2°. Es
gilt also
yvig C i 12 n
Zu(a): Sei
Xq yi R Yn Rn

ein Pfadim zugrundeligenderGraphervon Tpop A ge X g , Mit Yo Ry
D. Danun y, R, und x R beidein der selbenergodischerMengeD liegen,
gibt eseinenPfad

YanRh Y1 Rh2 Xn k Rn k XR

im zugrundeligenderGraphenvon Tpon A ge X q . Somitist

Xq Y1 R YnRh VYn1Rh2 Xn k Rn k XR

23Bemerle, daRSCCsmaximalsind beziiglichstarkem Zusammenhang.
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einPfadvon xqg nach xR.Danun xq x R gilt, wissenwir (vgl.
Bemerkungp, Seite41),dalesin Ty, A einenKreis

circle xq y1 Yn kOn k XQ

gibt, mit v; g ViR i 12 n k. AusobigerBemerkungolgt, daf3
yvig C i 12 n k. Somitenthaltjeder Zustandauf demPfad von
x g nachD mindestenginenZustandvonC, und(a) ist gezeigt.

Zu (b): Sei x R D.DaDin Tpyop A ga X erreichbarist und D
ergodischalsoinsbesonderstarkzusammenhangerist, gibt eseinenPfad

xq YR YaRn X R

im zugrundeligenderGraphervon Tpon A g¢ X g .Da x R und xR in
derselbenemgodischerMengeD liegen,kannmandiesenPfad folgendermassen
verlangern:

Xq Y1 R YaRh X R Yn2Ry2 Yn k Rh k XR

Mit der selbenArgumentatiorwie in Teil (a) folgt abernun, dal3jederZustand
diesesPfadesalsoinbesonderauch x R einenZustandausC enthalt,was(b)
zeigt.

Zu(c): SeiD Sy S, . Wir de nieren
D s Ci 12 n

Bemerle,dal3D i. Allg. wenigerElementeenthélt,alsD. Esgilt: D isteineTeil-
mengeder KnotendeszugrundeligendenGraphervonCyg X q  (sieheLem-
maZ2.5,Seite56 undbemerle, dal3jederZustandvon D mindestenginenZustand
vonC enthalt).SeiG V E derzugrundeligendeGraphvonCyg X q .Wir
zeigendalRD ergodischaviengevonV ist.

Z.z.. D isterreichbain Cyg X Qq

Danach(a) jederZustandauf einemPfadvon x g nachD in Tpop
A 4« x g mindestenginenZustandvonC enthaltfolgt mit Lemma2.5,
dalD inCyg X q erreichbaist.

Z.z.. D iststarkzusammenhangendCyg X q
Derstarke ZusammenhangonD folgt auchsofortausLemma2.5.Bemer
ke,dalRnach(b) gilt, dal3jederZustandvon D mindestenginenZustandaus
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C enthalt.Somitbleibt dervon D induzierteTeilgrapherhaltenwennman
im zugrundeligendenGraphervon Ty A ga X die Knotenent-
fernt, die kein ElementausC enthalterunddannausdentibrig gebliebenen
Knotendie Elementeentfernt,die nichtin C liegen.Wennmanzum Schluss
dannnochalle die Knotenverschmilzt die dengleichenC-Anteil hattenso
andertdiesnatirlicham starken Zusammenhangichts.

Z.z.: D istabgeschlossenCygq X q ,
d. h. esfihrenin G keineKantenausD hinaus.Seiu D einZustandvon

Cyge X Qq .Mit denBezeichnungeausLemma2.5, Seite56,seis t mit
f s u. EsgibtnunzweiFalle:

— a s : a D.IndiesemFall fuhrt offensichtlichkeineKantein G
vonu ausD hinaus.Diesfolgt ausLemma2.5. Mit denBezeichnun-
genausLemmaz2.5 gilt namlich,da3D ergodischeMengevon G st
(bemerle, dalRnach(b) jederZustandvon D nichtleererSchnittmit C
hat).Danun

G isomorphzu ©

folgt, daRin G keineKantenvonu ausD hinausfihren.

- ab s:a D b D. Hier werdenalsobei der Bildung des
Quotientengraphef ; einZustand D mit einemZustand D iden-
ti ziert. DaD emgodisch,alsoauchabgeschlossest, filhrendie Kan-
tenvon u, die von Kantenvona D abgeleitetwerden,wiedernach
D hinein.Man kénntenunmeinen,dalResjedochKantenvon u gibt,
dievonKantenvonb D abgeleitetvurdenund nicht mehrnachD
fuhren.Diesist jedochnicht der Fall, obwohl esnatirlichKantenin

Torob A da X q geberkann,dievonb zu einemZustandc fih-
ren,dernichtin D liegt. Daswollenwir jetztzeigen Nehmenwir also
an,esgibt einenZustandc D, sodalResim zugrundeligenderGra-
phenvon Tyon A ge X g eineKantevonb nachc gibt.
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In derGra k istderZustanda C; A, wobeiC; CundA; C

0 geltensoll. Entsprechendegilt fiir die anderenZustande Ange-
nommendie Kantevon b nachc reprasentiereinenx -Ubeigang.Da
c C 0 (andernélls warec kein Knotenin G und unsereBeden-
kenwarenhinlanglich)gilt und esauchgilt, daBeskeinenUbeigang
vonb Cnachc C geberkann,folgt: esgibt einenx -Ubeigangvona
aus.Daaaberin D liegtundD abgeschlossest, bedeutetlies,dal’es
einenKantevona zueinemZustandd D gibt, die einenx -Ubeigang

reprasentiertNun gilt aber



Also werdenbeiderBildung desQuotientengraphe@ die Zustandec
undd identi ziert. Dad D, werdenc undd in G durcheinenKnoten
in D reprasentiertSomitfihrtdie Kantein G, dieausderKantevonb
nachc (in Tprob A ga X g entstanderist, von einemZustandn
D, namlichf s u, zueinemZustandn D , namlichzu f v , wobei
v t,sodalRd vgilt.

DaderdritteFall a s: a D nichteintreterkann(bemerle:f s u
D), habenwir damitgezeigt,daf3fur alle Kanten uv vonGugilt: v D.
Dau D beliebigwar, gilt also,daRD abgeschlossestin G.

Zu (d): Wir zeigenjetzt noch,dal3jederZustandvon D (aus(c)) vollig spezi-
ziert istin Cge¢ X q . Seiu ein ZustandausD . Mit denBezeichnungemus
Lemma2.5,Seite56,seis t mitf s u Danngilts D 0.Seia s Dann
wissenwir, daRa vollig spezi ziertistin Tpop A ga X .24 Seinunx X
beliebig.Esgibt alsoin Tpop A ge X g einenx-Ubegangvon a aus.Da
a D, fuhrt dieserx -UbeigangwiedernachD. Seib D der Zustand,in den
Torob A dge X g Vvona ausbei Eingabex wechseltDa nach(b) jederZu-
standausD einennichtleererSchnittmit C besitzt,gibt esalsoeinv D , sodal
u einenx -Ubegangnachv besitzt.Dau D undx X beliebigwaren,folgt:
jederZustandausD ist vollig spezi ziert.

24Wir hattenvorausgesetztjaRA in jedemZustandfiir jedenBuchstaberausX mindestens
einenUbemangbesitzt.
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2 3. Esgelte2.SeiD eineemodischeMengevonCyg X g sodaRjeder
Zustandn D vdllig spezi ziertist. SeiY xXqg X1R %R Xn Rn

einendlicherLaufinCgqg¢ Xxq mit x, R, D.Dannistg XX Xn €in
endlicherPfadin M, der die Bedingungerin 3 erfllt. Dies folgt ausfolgender
Behauptung.

Behauptung: Seix x1 XnYn 1 Yn 2 ein Lauf in M. Danngibt esfur
jedesk neinenendlichenLauf

Xq xRy XnRn Yn1 R Yk Rk

iNCygg xq mit yy R D i n
BeweisderBehauptung perinduktiontberk

Induktionsanéng: k n
Hier gibt esnichtszu zeigen.

Induktionsschritt k k 1
Die Behauptungeltefir k. Sei

Xqg xR X R Yn 1 Rn 1 Yk Rk

einentsprechendaemdlicherLaufinCqg¢ X q .Esgiltalso yy Rk D.
DanunjederZustandvonD vollig spezi ziertist, gilt diesinsbesondergir
yk R« . DiesbedeutetdaResin Cgq¢ X g einenUbeigangvon yx R«
zueinemZustand yx 1 R 1 gibt,da yk yk 1 eineTransitionin M ist.

Somitist die Behauptungoewiesen.Dies impliziert nun, daResfir einenLauf
Y XX XnYn 1¥n 2 vonMeinenin x q beginnendenzuY korre-
spondierendehauf

Y XxXq xR TR Yn1Rn1

vonCye X q gibt. Aus der Potenzmengemnstruktionfolgt nun,dal3eseinen
Lauf

Y Xq X101 XnOh Yn10n 1

vonTyon Agibt,mitg R i IN. DasbedeuteaberdaY zuY korrespon-
diertundnur Zustandeson C durchlauft.

3 1: Esgelte3mitg Xxxi X, und xq. Wir wollen also zei-
gen,dald x q periodischist. Z. z. ist also,dal3der zugrundeligendeGraphvon
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Torob A de X g eineemrgodischeMengebesitzt,die einenZustandenthalt,
der x g enthalt.Dafur betrachterwir deneindeutigerendlichenLauf

X q X1 Rq Xn Rn N Tprob Aga Xq

Wir verlangerrdiesenbiswir eineergodischeMengeD von Tpon A ge X Q
erreichenEsgeltealso

Xqg xR XnRn Yn 1 Rh 1 Yn k Rn k

istendlicherLaufin Tpop A g X g mit

YonkRhk D YyoiRhi E i 12 k 1

wobeiD eineergodischeVlengeundE die Vereinigungaller ergodischerMengen
von Tpon A ge X g ist. Nungilt nach3, daBesin Tyon A einenin x q
beginnendenendlichenzu

X X1 Xn Yn 1 Yn k

korrespondierendelauf gibt, der nur Zustdndan C durchlauft.Dannfolgt aber
aufgrundderPotenzmengermastruktiondald y, k Ry k einElementausC ent-
halt. Seialso

Yo kOn k  Yn k Rnk Mit Yy k0h k C

Da xqg und yn g On k in derselbenSCCvon Tyon A liegen,gibt esein
Eingabevortz X , sodaRderAutomatTpop A vomZustand y, k On k bei
EingabedesWortesz in denZustand x q Ubegeht.Seinunz der Zustanddes
Automaten Tprop A g¢ X g in dendieservom Zustand y, « Ry k durch
EingabedesWortesz tibegeht. Aus der Potenzmengemstruktionwird offen-
sichtlich,dal3 x g  zgilt. Ausserdengehoértz nattirlichauchzuderergodischen
MengeD von Tpon A ge X g . Damitfolgt 1.

4 1. Diesisttrivialerweiseerfiillt.
1 4 . Sei x g periodisch.Dannwissenwir, daR Punkt3 gilt. Seig
X X1 xn einendlicherPfadin M, derdie Bedingungeraus3 erflillt. Sei x q

ein weitererZustandausC. Esist alsozu zeigen,dal’ x g periodischist. Da
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wir schongezeigthaben dal3die BedingungerausPunkt3 fir x q implizie-
ren,dal x q periodischist, zeigenwir alsonun,daBPunkt3 fur x g erflllt
ist. Da x g und x ¢ inderSCCCvonTyop A liegen,gibt eseinenPfad

Xq Y1 Y« Ok X (Q

von x g nach x g im zugrundeligenderGraphenon Ty A mit y; g
Ci 12 k. Sei

g XW Yk X X1 Xn

Dannerfillleng und x g Punkt3. SeinamlichY einLaufin M, derg alsPra x
hat.Danngilt
Y bgy mith Xx yp Yk

Da x q periodischist undausder Wahl von gfolgt, daleseinenzu gY korre-
spondiereaufY vonTpon A gibt,derin x g beginntundnur Zustandevon
C durchlauft.Dannist aber

Xq Y1 Yk Ok Y

ein zuY korrespondierenddrauf von Ty A, derin x q beginnt und nur
Zustandeson C durchlauft.Somitist Punkt3fur x q undg gezeigt.
O

Mit der AussagediesesLemmaskonnenwir also Schritt4 desAlgorithmus
relatv ef zient bearbeiten.

Nun zu deneinzelnenSchrittendesAlgorithmus: esseiangemerktdal3wir
die GroReeinesProbabilistischeProgrammsnmit Tpop bezeichnerund damit
die Anzahl an Zustdnderund Transitionenmeinen.Ausserdenbezeichnerwir
mit A die GroReeinesNBAs und meinendamit die Anzahl an Zustanderund
Ubemgéangen.

Zu Schritt 1 : Wie schonin Satz2.1, Seite31 erwdhnt,kannmanin Zeit und
PlatzO j 2] denNBAA mitLy A Ly | konstruieren.

Es sei jedochangemerktdal manin diesemSchritt einige Optimierungen
vornehmerkann,um die Gro3edesresultierendemNBAs relatv klein zu halten.
Z. B. kannmanauf FormelebenelurchUmschreiberdergegebenen.TL-Formel
bessereResultateerzielen. Ausserdemgibt es einige Algorithmen, die mittels
Bisumulationsbzw. SimulationsquotienteainengegebenemMBA in einenklei-
nerenNBA Uberfuhrenphnedie akzeptierteSpracheuandernWermehrdariber
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wissenwill, siehez. B. [SoBI00]und[EtH0O0O].
Zu Schritt 2 : Die notwendigerVeranderungeRtnnenso implentiertwerden,
daRderbendtigteZeitaufwandlinearin Tyop A ist. Zusétzlichveréndersich
die GréBevon Tpop undA nichtwesentlich.
Zu Schritt 3: Esistklar dal3 Toop A O Tpon A . Ausserdenkann
Torob Ain Zeitpoly O Tyon A konstruiertwerden.
Zu Schritt 4 : Wir wollen alsodie periodischerZustéande x g von Tpop A
bestimmenmit q F. Mit LemmaZ2.6, Seite60 wissenwir, dal3entwederalle
ZustandeeinerSCCvon Ty A periodischsind, oderkeinet

Als ersteszerlggenwir alsoden zugrundeligendenGraphenvon Tprop A
in seinestarken ZusammenhangsknponentenDer Zeitaufwandfur dieseZerle-
gungistin O Tpop A (siehe[JU94]).SeiC  C;  C¢ dieMengedieser
SCCsWir entfernerausC nunalle SCCsvon Ty,r0p A, die keinenakzeptieren-
denZustandenthaltenSeialso

C C C xqg C:q F

FuralleC C miusserwir nuntberprifenpb ein beliebigerZustandausC pe-
riodischist, oder nicht. Daftir benutzenwir Bedingung2 ausLemma?2.6, Sei-
te 60. Fur jedesC C wahlenwir alsoein beliebiges xc ¢ C und bilden
Cde Xc Oc . Nunberechnemwir die ergodischerMiengendeszugrundeligen-
denGraphenvonCyg Xc c  (in Zeit linearzur GroRedesGraphenund Uiber
prufen, ob fir mindestensine gilt, dal3jederin ihr enthalteneZustandvoéllig
spezi ziert ist, oder nicht. Falls diesder Fall ist, so sind nachLemma2.6 alle
Zustandevon C periodischansonstemicht.
Esist naturlichnunvon InteressedenWert

é Caee Xc Oc
cc

abzuschatzerksgilt sicherlich

a Coe X Gc a Coe X Gc
cc cc

Seinp die AnzahlanZustandewvon A undmy die AnzahlderKantenim zugrun-
deliegenderGraphenvon Tyop. Wir werdenjetzt zeigen daf3

4 Cuaa X COc 2 mp 2™
CcC C
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gilt.
Fari 12 k seiA die MengederKantenim zugrundeligenderGra-
phenvon G g¢ Xg Cg - Sei

A A
Wir de nierendie Abbildung
g: A Er 2

xR x R 9 X X R

wobei Et die Mengeder KantendeszugrundeligendenGraphenvon Ty, ist
und Q wie gewohntdie Mengeder Zustandeson A ist.

Wir zeigenjetzt,daRg injektiv ist, was A my 2"A beweist.Nunsindaber
alle G 4o *c Oc; zusammenhangendprausdie Behauptundolgt..

Zur Injektivitdtvong: Seien x R x R und X R X R ausA
mit gleichemBild unterg. Esgilt also:

X x X x R R

AngenommenR R .Dadie G ga X Oc, deterministisctsind,folgt, daf’
xR x R und x R x R zuunterschiedlichenC g Xg Oc
und Cj ga Xc; Oc; gehorenNunberechnenvir aberflr jedesC;  C jeweils

nurein G ga X Og .25 Somitgilt auchi  j. Danngilt aber
X R G X R Cj

wasein Widerspruchist, daCj undC;j disjunktsind.
Somitgilt alsoR R unddie Injektivitat von g ist gezeigt.

Der Zeitaufwandfiir Schritt4 liegtalsoin O my 2"A |
Zu Schritt 5: Seina  Q die AnzahlanZustandervon A. Seint die Anzahl
anZustandervon Ty undmy die Anzahlan Transitionerin Ty, Danngilt

Mew O mp np 27 26

25Bemerle, daResfiir Xg Oc, Vieleverschieden#dglichkeitengibt.
26Bemerle, daRin Mg Nur solcheZustandevorkommen,die Mengenvon Zustéandervon
Torob A sind,die dieselbeersteKomponentédesitzen.
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Zu Schritt 6: Bestimmedie egodischerMengernvonM,, mit klassischeiGra-
phalgorithmenBestimmenunmit denErgebnisserausSchritt4 die akzeptieren-
denergodischerMengen.SeiQ die Vereinigungderakzeptierendeargodischen
Mengen,undseiQ, dasKomplementvon Q; in denZustandervon M, . Seien
alle Zustéandevon Q; mit einerneueratomarermussageakzept markiertundalle
Zustandevon Q2 seiennicht mit akzept markiert. Sei fir einenZustandg von
Msge Wq die Wahrscheinlichkit, dal3ein in g beginnenderLauf von Mg die
Formel akzeptUakzept erfiillt. Dannist die Wahrscheinlichkit, daBein Lauf
von Mgy In einerakzeptierendermgodischerMengeendetgleich

é. Po g Wy
g Q1 Q

Zur Berechnunglerwg lI6st manein Gleichungssysterim der Grol3eder Anzahl
derZustandevon Mgy . HierzusieheLemmag. 1, Seite75,in Abschnitt3.1.
Somitliegt der Zeitaufwandfir Schritt6in O poly my np 2™

Zusammerdssendkonnenwir alsosagengdalwir die Schritte3 bis 6 mit einem
Zeitaufwandin O poly Tpon 27 durchfuhrerkénnen.
Esqilt also,dalRwir denWert

HY

mit einemZeitaufwandberechnerkdnnen,derdoppeltexponentiellin derLange
derFormelj ist undpolynomiellin der GroRRedesSystemsT yyqp.
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Kapitel 3

ProbabilistischesLTL-Model
Checking ohne Buedi-Automaten

Wie wir in Kapitel 2 gesehemabenkannmandie Tatsachedal3eszujederLTL-
Formelj einenBuedi-AutomatenA mit Words j Lw A gibt, ausnutzen,
um sowohl klassischeTransitionssystemals auch ProbabilistischeProgramme
aufihre Erfullbarkeit beztiglichder Formelj zutestenWir wollenin diesemKa-
pitel ein Verfahrenangebendasfir ein gegebenesrobabilistische$rogramm
Torob M AP L undeineLTL-Formelj UberAP ohnedenUmweg lberdie
Buedi-AutomatendenWertp Y ;  berechnetDazumacherwir folgendeFest-
stellung.Gegebenein Probabilistische®rogrammTyop, -~ M AP L undeine
LTL-Formelj UberAP, die keinetemporalerOperatorerenthélt.j ist alsoeine
aussagenlogischeormel iber AP. Dasbedeutetdalesnur vom erstenZustand
einesLaufesdavon abhangtpb dieserLauf die Formelj erflllt. Z. B. erfullt ein
LaufY xox3 dieFormelj; a b c,mita b catomareAussagenge-
naudannwenn a L Xg b L X c LXx c Lx b Lx ,
wennalsoxg mit a markiertist undnicht mit b undc markiertist. Sei

X, x X a Lx Lx bec 1

Danngilt
o
LY j, a Pox
X Xy
Esist also einfacht mdglich, fiir eine LTL-Formelj ohnetemporaleOperato-
rendenWertp Y ;  zuberechnenDer hier vorgestellteAlgorithmuswird dies

Lrelativ zur TatsacheglaRdasErfiillbarkeitsproblender AussagenlogikcoNPvollstindigist
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ausnutzenindemer schrittweisetemporaleOperatorerauseinergegebeneri-or-
mel eliminiertunddurchneueatomareAussagerersetztZugleichwird in jedem
SchrittnatirlichauchdasProbabilistisché’rogramnsoangepalitjaliidie Wahr
scheinlichleit, die Formelzu erflllen, erhalternbleibt. Es gibt alsozwei Transfor
mationeneinefir den“Until”-Operator und einefur den“Next Step”-Operator
Bevor wir nunauf dieseeingehernwerden,wollen wir nochdie Erfulltrelation
fur LT L-FormelnohnetemporaleOperatorerauf Zustéandesrweitern.

De nition 3.0.14.

GegebereineL TL-Formelj ohnetemporaleDperatoreriiberAP. Somitistj also
eineaussagenlogischeormel Giberder Variablenmengd\P. Wir sagennun, ein
Zustandx Xerfulltj ,i. Z.x |, genaudannwenn

i ®tue a Lx true

wennalsodie BelegungderatomarerAussagenn L x mit truedie Formelj zu
einerTautologiemachenm

Zusatzlichwerdenwir fur dieseKapitel nochdie De nition von echtenLau-
fenerweitern.

De nition 3.0.15.[Echter in x beginnenderLauf]
Sei Ty €in ProbabilistischeBrogrammundxg ein Zustandvon Tyop. Wir sagen

Y Xg X1 X2

ist ein in xo beginnenderechterLauf von Tpp, falls'Y ein unendlicherPfad im
zugrundeligendenGraphenvon Tpop ist. Y unterscheidesich also von einem
echtenLauf von Tpop nur dadurch,dalkeine Forderungan die initiale Wahr
scheinlichleit von xo gestelltwird. m

3.1 Konstruktion fir den“Until”-Operator

GegebereinProbabilistischeBrogramml o, M AP L undeinel TL-Formel
j UberAP. Seif Uy eine“temporalinnersteTeilformelvonj ,d.h.f undy ent-
haltenjeweils keinetemporalerOperatorenbestehemlsonur ausatomarerus-
sagenund BoolescherOperatorenWir wollen nundieseTeilformel eliminieren.
DasweitereVorgehensiehtwie folgt aus.Wir werdenein neuesProbabilistisches
ProgrammT , , konstruierendesserMengeAP deratomaremussagerausAP
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undeinerneuenatomarerAussage bestehtWeiterhinseij die Formel,die aus
j enstehtjindemmanjedesVorkommenvonf Uy durchr ersetztEswird dann
gelten:
HY pny j ?

Zuerstwerdenwir die ZustandelesProbabilistischerogrammsn dreidisjunkte
MengenX X X7 aufteilen.X wird die Zustandex enthaltenfiir die einin x
beginnendet_auf mit Wahrscheinlichkit 1 die Formelf Uy erflllt. Entsprechend
wird X die Zustandex enthaltenfir die einin x beginnender_auf die Formel
f Uy mit Wahrscheinlichkit O erfillt (eswird sogargelten,dalfirx X keinin
x beginnendeechter_auf die Formelf Uy erfiillt). In X? sinddie Zustande, fiir
dieeinin xbeginnendet.auf die Formelf Uy mit Wahrscheinlichkitr 0 r 1
erfullt. Diesgeschiehtn folgendenSchritten.

X und X seiendie kleinstenTeilmengenvon X, die die erstendrei der
folgenderEigenschafterrfillen.

1. X Xx X x y undX X X X f oy

SeiH dervondentbrigenZustanderX X X x X x f y
induzierteTeilgraphvon X T . SeiH die Mengealler Zustandein H, die im
Graphen X T einendirektenNachfolgerhaben,dery erfullt, alsoH X

H v X:xv T v vy
2. X X H H istvonxausin H nichterreichbar

EswurdenalsonochsolcheZustdndexzu X hinzugefugtfur die jederPfadvon
X zu einemZustanddery erflllt, durcheinenZustandftiihrt, der f y er
fullt. Somitgilt: keinerderin x beginnenderechtelLaufe erfillt die Formelf Uy .
Bemerle, dal3die Nachfolgereinesin Schritt2 zu X  hinzugeflgterZzustandes
allein X liegen.

SeiH die Mengealler Zustandein H, die im Graphen X T einendirekten
Nachfolgerhabender f y erfullt, alsoH X H v X:xv

T v f y

3. X x H X H istvonxausinH nichterreichbar}.

Es gilt nunfir x X , daRalle in x beginnendenechtenLaufe f Uy f
erfillen. Wir werdengleich zeigen,dal3jedochdie Wahrscheinlichkit, da3ein
in x beginnenderechterLauf f Uy nicht erfillt, gleich 0 ist. Bemerle, daR die
Nachfolgereinesin Schritt3zu X hinzugefiigterZzustandesllein X liegen.

HieristY die MengederLaufevon T, die die Formelj erfillen.
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4, X? X X X

Somitsindin X~ alle andererzustandegdie nicht X oderX zugeteiltwurden.
Zur Veranschaulichungier nocheine Graphikzur Partition von X.

X X

Wir wollen jetzt die bereitsgemachterAussagerbeveisenund zusatzlicheinen

Weg aufzeigenwie manfir x  X? die Wahrscheinlichkit berechnetdaRRein in
x beginnendeechterLauff Uy erfillt.

Lemma 3.1. Fir x X seiqgx die Wahrsdheinlichkeit, dal3ein in x beginnender
Laufdie Formel fUy erfillt. Also

HY fUy 3
Po X

Dannerfillendiegx x X, dasfolgendeGleichungssystermnd stellendessen
eindeutige Losungdar.

ox MY fUy

ax 1 x X

3sieheBemerkungt auf Seite18
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g« O X X
Ox é Pxv Qv x X?
v X
Beweis:

x X : Fallsxin Schrittl zu X hinzugeflgtwurde,so erfillt x die
Formel f y undsomitgilt fur allein x beginnenderechten_éufe,dald
diesef Uy nichterfiillen.Falls x in Schritt2 zuX hinzugefiigwurde,so
gibt esfiir einenin x beginnenderechten_auf zwei Mdglichkeiten.Entwe-
derer bleibt fir immerin H, erfillt somitf Uy nicht. Oderer verlasstH
und esgilt, daf3der ersteZustanddeslLaufes,der nicht mehrin H ist, die
Formel f vy erfillt. Auch dannerfillt der Lauf die Formelf Uy nicht.
Somitgilt, daRalle echtenin x beginnender_aufe die Formelf Uy nicht
erflllen.SomitistY ¢y, einemessbardeilmengedernichtechten_aufe.
Dadie Mengedernichtechten_aufe MaR Null hat,folgt die Behauptung.

X X : Fallsxin Schritt1 zu X hinzugefligtwurde, so erfullt x die
Formely undsomitgilt fir alle in x beginnenderechtenLaufe, dal3diese
f Uy erfullen.Formalgilt also

O« MY fyuy W allein xbeginnenderLéaufe < D x 1

Seinunx so,dalResin Schritt3 zu X hinzugefugtwurde.Betrachterwir
nuneinenechterLaufY X X1 X2 x3 . Mit derWahrscheinlichkit 1 er
reichtdieserLauf eineergodischeMengeC (verbleibtdannnattrlichdort)
unddurchlauftjedenZustandvon C unendlichoft.* Esgibt nunzwei Mo g-
lichkeiten:

— Y bleibtimmerin H, alsox; H i IN.DaY jedenZustandvonC
durchlauft,folgt C H. Da ausC keine KantenhinausfuhrenC ist
ergodischeMenge) warejederZustandvonC dannin Schritt2 zu X
hizugefligtworden,alsoC X .Seij IN minimal,sodax; C.
Dannist x x1 Xj einWeg vonx nachX in H. Diesist jedochein
Widerspruchdazu,daf3x in Schritt3 zuX hizugeflgtwurde.

4sieheSatz1.2, Seite24 ff.
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— dervorige Fall tritt somitnicht ein undesgilt : Y verla3tH irgend-
wann.Seik IN minimalmit x, H.Daxin Schritt3zuX hinzu-
gefugtwurde,gilt: xi ist nichtin X . Esfolgt,

Xx X H X X X X Yy
Dak minimal, gilt
X X1 xx 1 H x X x f vy
AlsogiltY fUy, wasdie Behauptungeigt.

Ganzformalsiehtdassoaus.Mit denBezeichnungexon Satzl.2 auf Seite
24, derKantenmarkierungusdennachfolgendeBemerkungelriSeite26),
savie demobigenerhaltman

Fair x Dx Y ¢yy
Esfolgt
O« K'Y fyy W Fairx allein xbeginnenderiéufe
Dap* Fair x 1, folgt

O« MK'Fairx Dx DX 1

x X?: Bemerle, daRfir jedenLaufY in M gilt:

Y fUy Y vy f X fUy
Seinunx X2 Danngitx f y Alsofolgt
Dx Y fuy Dx Yy Y Y xtuy Dx Y xrfuy
Man erhaltweiterhin

Dx Y xfuy XY fuy vxXDv Y fyy
wobeiletzteresinedisjunkteVereinigungst. Somitgilt
B MY fuy HDx Y fyy M yxxDVv Y jyy

EOIHXXDV Y fUy é Pxv HVY fUy é. Pxv Qv
v X v X v X
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Also stellendie g flir dasgegebenegsleichungssysteraineLdsungdar Esbleibt
nochzu zeigen,dal3dieseLdsungeindeutigist. Dazustellenwir zuerstfest, daf3
zwei Lésungennatirlich nur auf X? verschiedersein kénnen.Seienalso a

ay x x undb by y x zwei L('jsungendesGIeichungssysten%a ay y x?
undb bx « x> seiendie Einschrankungona, bzw. baufX?. T Pxy xy X S€i
die Matrix der Transitionsvahrscheinlichkitenund T Pxy xy x? derenEin-
schrankunguwuf X?. Danngilt

0 : x X?

Tab ax, by : x X?

Dafiir die Einschrankungon a b aufX? auchgilt

2 b 0 : x X?
ay, by : x X7
folgt somit
Ta b a b
Esqgilt also
a b Tab T?2a b T Kka b

fur einbeliebigek  IN. Wir werdenim folgenderzeigendaRlim, y T kK 08
Daraudolgt dann,dala b 0 unddie Behauptungst gezeigt.

Wir betrachtemundie Markov KetteM X T p po mitX X abs, po
beliebigund

T T X? X° xabs x X° & py 1 abs abs
y X
Weiterhingelte
Powv : uv T
Puv 1 &, yxoPy : U X7 v abs
1 : uv abs abs

M bestehtalso ausdem ZustandsraunX’ und einemzusétzlicherabsorbieren-
denZustandabs Die Zustéandén X? habenuntereinandedie gleichenTransitio-
nen(mit dengleichenTransitionsvahrscheinlichkiten)wie in derurspriinglichen

SEsseieinefesteAnordnungder Elementevon X vorausgesetzt.
60 bezeichnalie Nullmatrix
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Markov Kette M. Deweiterenhatjeder ZustandausX? eine Transitionzu absin
M, falls erin M Transitionerzu ZustanderauRerhalbX? hatte.Die Transitions-
wahrscheinlichkitistin diesenFall sogewvahlt,dal3die Summederausgehenden
TransitionsvahrscheinlichkiteneinesZustandegieradel ermibt. Schliel3lichhat
derZustandabsnocheineTransitionmit Wahrscheinlichkit 1 zu sichselberUn-
abhangigron derinitialen Wahrscheinlichkitswerteilungpo konnenwir folgende
Beobachtungnachen abs istdie einzigeergodischeVlengein M. Dal3 abs
eineergodischeMengeist, ist offensichtlich.Angenommeresgébeeineweitere
emodischeMengeC in M. DannwareC  X? undsomitwéreC auchergodische
Mengein M.’ Es folgt, daRdie Zustandevon C in Schritt2 zu X hizugefugt
wordenwéaren,wasein Widerspruchst.

Aus Abschnitt1.3.2wissenwir, dal3jederin einembeliebigenZustandvon
X? beginnendeLauf von M mit Wahrscheinlichkit 1 in absendenwird. Bemer
ke,daR T K xy gleichderWahrscheinlichkit ist, daf3einin x beginnendetLauf
nachk Schrittenin y ist (dieslaR3tsichleicht unterBeachtungler Markov Eigen-
schaftper Induktion tiberk zeigen).Danuneinin x  X? beginnender_auf mit
Wahrscheinlichkit 1 irgendwannabserreicht(und danndort verbleibt),kdnnen
wir

lim TkKy 0 xy X X?

folgern.Also gilt limy y T ¥ 0, wasunserArgumentvenwllstandigt.
0]

Fur Teilformelnvonj derArt f Uy mit f undy Formelnohnetemporale
Operatorerk6nnenwir alsodie Wertegx  * Y ¢y, durchLoseneinesGlei-
chungssystemserechnenMit Hilfe dieseWWertekdnnenwir die bereitserwéhnte
Konstruktiondurchfuhren.

Die Konstruktion

Wir de niereneinneueSDrobabiIistischeE’rogrammTprob M AP L ,wobei
AP AP r mitr AP.r wird fur die Teiformelf Uy stehenDie Zustandevon
M sindvonderForm xr ,fallsx X , x r ,fallsx X wund xr x r,
fallsx X? EinZustand x r erfiillt dieselberatomarerAussagemvie x undzu-
satzlichauchnochr . Ein Zustand x  r erfillt nurdieselberatomaremussagen
wie X. Die Transitionerund derenWahrscheinlichkitenwerdensode niert, daf3

"BeachtedaR Transitionengdie in M ausX? hinausfilhrenin M durchTransitionemachabs
simuliertwerden.
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wir folgendeBedeutungerhalten Die Wahrscheinlichkitsmasselerin x r  be-
ginnendenL&ufe ist gleich der Wahrscheinlichkitsmasseler in x beginnenden
undf Uy erfilllendenLaufe. Genaueimpliziert jede Transition x y ausM ein
oderzweiTransitionerin M . Wir de nierendie Transitionsvahrscheinlichkitfur
eineTransition Xr, yro T rqiro r r alsdie Wahrscheinlich-
keit, dal3fur einenin x beginnendelLaufY X X3 X vonM gilt, da3x; vy
undxp Xo erfullt r o unterder VoraussetzungjaRY r 1 erfillt (wobeihierr
farfUy und r far fUy stehen)NunzumformalenTeil:

De nition 3.1.1.SeiT,,, M AP L mitM X T p p, folgendesPro-
babilistischeProgrammFurx X seigx wie in Lemma3.1, Seite75.

AP AP r r AP
X xr x X X xr x X X?

L xr L x r
L x r L x

Pp XT Po X Ox Pp X T Po X 1 0O«

Im folgendengelter1 r> r r .SeiT diekleinsteTeilmengevon T,
diefolgendeEigenschafterrfillt: firalle xy T gilt

-xy X X Xr1 yra T
Bemerle, dal3nur eineTransitionin T eingefugtwird.
Wir de nierenpXrl yro Py
-x X X y X? Xxry yr und xrqy y r T
Bemerle, dal’3r 1 eindeutigdurchx bestimmtist.
Wir de nieren Pyry yr PxyCly
pxrl y r Pxy 1 Qy
-x X? y X xr yr T
Wir de nierenp | %X—Xy.
-x X? y X x r yr T
Wir de nierenp, 1p"éx.
-xy X? Xr yr und x r yr T
Wir de nieren  p . Prye
1aq
Py ¢ y r Pxy1 Ox
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Bevor wir fortfahrensoll nunein kleinesBeispieldie obigeKonstruktionver-
anschaulichen.

Beispiel 3.1.1. Gegebenist ein Probabilistische®rogrammmit dendrei Zustéan-
denx; X2 und x3. Die Aussagenmengist AP a b , und wir betrachterdie
FormelaUb. Die Transitionerund derenWahrscheinlichkiten,sowie die initia-
len Wahrscheinlichkitensind durchfolgendeGraphikdagestellit.

(x).2 X

1, 1 X,) X2

3\ 5 \ S % X X1
3 O 1
2 3

o G a0

l(/ 1 le 5

2

Wi

2

Seinunj diejenigeFormel Uber AP, die ausj entstehtjndemmanjedes
Vorkommenvon f Uy durchr ersetzt.Wie schonerwahntwerdenwir zeigen,
daR

LY LY wobeip dasMaBdesFoIgenraumSIonTprob ist
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Dazuzeigenwir erstzwei Lemmataausdenerdanndie Behauptunganzeinfach
folgt.

De nition 3.1.2.[Die Projektion p]
FaryY Xofog X1r1 Xoro LaufinM rgrqiro r r heildt
pY Xo X1 X2 die ProjektionvonY , also

p: XY xW

Bemerle, dalBwir p auchaufendlichePfadevonM anwendermwerden Wir mei-
nendanndie offensichtlicheAbbildungp : « n X K K nXK m

Wir zeigenjetzt, da3fir einemessbar@eilmengeA XY gilt :

WA pptA
Esgeniigtiedoch,diesfir alle Basiszylindevon M zu zeigen®

Lemma 3.2. Fir alle xg X1 Xn X n INgilt

UDXoX1 X Hp'Dxoxt X

Beweis: Seienxg X1 Xn Xundrgri rnf fausr r .Zuerstwol-
lenwir dieMengep 1 D xg X1 Xn bestimmenDazubemerlenwir folgen-
des.Sei yf einZustandn X und xy T eineTransitionin M. Danngibt es
genaweineTransition xf yf inM,dennentwedemilt

x X X .DanngibtesnureinenZustandn M mit ersterKomponente
gleichx. Oderesgilt

x X’ Danngiltf ,d.h.beideZustandemiisserin ihrer zweitenKom-

ponentdibereinstimmeifsieheDe nition 3.1.1von Tprob

Dasheil3t,dalesfiir x, X, I genaueinenPfad x; x; X, in M gibt mit
P Xy X Xp X0 X1 Xn. Eskannalsoin M hdchstengwei Pfadegeben,
derenProjektiongleichxg X1 xpist.Falls x, r X, soseig" dereindeutige
in X, r endenddfad,desserProjektiongleichxg X1 Xpist.Falls x, r

X, soseig " dereindeutigen x, r endendePfad,desserProjektiongleich
Xo X1 Xn ist. Danngilt also

piDxoxi X D ¢ Dg'
X X X r X

8fur detaillierteErklarungsiehe[Bau7g
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Somitistp * D xp X1 Xn melbaim Folgenraumvon M undesgilt

LpiDxox X a ubDJ a ubg'

X X X X

Wir zeigenjetzt
HDg  WuDxox1 X Ox (3.1)

und
HDg" pDxox1 X 1 o (3.2)

womit die Behauptundolgt.®
Wir zeigen3.1und 3.2nunperinduktiontbern.

Induktionsanang: n 0.
Firxy Xgilt:falls xor  X,soistg" Xy r und

HDg  py Xr PoXo Ox, MDXo O
Falls xo r X,soistg" x r und
HDg" pp X T PoX 1 Gy, HMDX 1 ay

Induktionsschritt seidie Behauptundur BasiszylindederLange n be-
wiesen.Seienxg X; Xn Xn 1 X. Sei

r

Ug Ug Uy Xn 1T g und vy Vg Vp Xn1 T g

Esgilt nun
HDd
HDuUU Uy X1t e I TRV
—-u, r: M D Xo X1 Xn On  Pxoxa 1qanl
HDXoX1 XX 1 O 120
— U, r: HDXo Xt  Xn 1t Px 111qanl

UDXo X1 Xn Xn 1 1 Oh1

9Bemerle,dalfallsesnur x, r in X gibt,soistqy, 1undfallsesnur x, r inX gibt,
soist 1 qx, 1

10Bemerle,daRfallsxy X , dannistp yr Py pxy% pxy% undentsprechendie
restlichenFéalle.
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Weiterhingilt

pnDg'
HDvyvy Vn Xn 12 T HDvyvy Vi pvnxnlr
- U, [r: U D Xo X Xn On  Pxox, 1q3nl
M D X X1 Xn Xn 1 On 1
-u, r: U DX X Xn 1 On Pxaxn 11102,1l

U D Xo X1 Xn Xn 1 1 0nh2

Somitfolgendie Gleichunger8.1und 3.2 undderBeweisdesLemmasist fertig.
O

Mit der AussagalesLemmasfolgt nuninsbesonderdiir jedeLTL-Formelj
UberAP gilt
LY ¢ R Y 7

Diesliegt darandald

pPiY ;Y p
Somit habendie ProbabilistischerBystemeTpon und T, die gleiche Wahr
scheinlichleits\erteilungfir LT L-FormelnuberAP. Esgilt alsoauch

fur dieFormelj ausunsereiKonstruktionUm die gewiinschteEigenschaftinse-
rer Konstruktionnachzuweisenniusserwir alsonochzeigendald

pny ;5 py ;4
gilt. Diesist abergewahrleistetwenngilt
HY Xk fUy LY xk k N

wennalsofiir allek IN undeinenLaufY X, X; X,  mit Wahrscheinlichkit
lgiltt x r gdw x X f Uy . Aufgrundder TatsachegaR

Yo xk DX X1Y 7
X X1 X
mussdieseEigenschafnur fir k 0 gezeigtwerden.Genaudiesleistetdasfol-
gendeLemma.

1 pezeichnetelie FormeliiberAP dieausj entstehtindemmanalle Vorkommenvonf Uy
durchr ersetzt.
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Lemma 3.3.
By fUy HY
Beweis: EsgeltenfolgendedisjunkteVereinigungen:

Y o« Y fUy Y r Y fUy Y (3.4)

und
Y fUy Y fUy Y o Y fUy Y r (3-5)

Falls also
HY fyy Y v OundpyY ¢y, Y O

sofolgt mit 3.4und3.5die BehauptungSeiFair die MengeallerLaufein M , die
in einerergodischerMengevon M endenund jedenZustandvon dieserMenge
unendlichoft besuchenWir wissenvon Abschnittl.3.2aufSeite21,dafl3u Fair
gleichlist, daRalsodasKomplement Fair eineNullmengeist.

LY fuy Y o 0: wir zeigen
Y ofuy Y ¢ Fair Y ,

worausdie Behauptundolgt. SeialsoY X, X; Y fuy Y oo,
somitgilt x, r,alsox, Xpr .EsgibtnunzweiMdglichkeiten:

- X X :seiM, derTeilgraphvonM , dervondenZustandervon
M induziertwird, derenersteKomponenten X liegt. DannistMX
isomorphzudemvon X induziertenTeilgraphernvon M (sieheKon-
struktionvon M (De nition 3.1.1,Seite80)). Wir wissenja, dalY

fUy erfiillt undwollen zeigendaRY  Fair gilt. Bemerle dazu
folgendesalleZustélnda/onMX erfillenentwederf y odery,

dadie ersteKomponentalieserZustadnden X liegt. Ausserdengilt
fur alle Transitionenx y in M, die ausM, herausfiuhrendal3x

dieFormely erfiillt.}? Somitgilt: jederin X, beginnendd_aufvonM ,
derM, verlassterfillt die Formelf Uy . Darausfolgt, daRY den
Teilgrapheri\/lX nie verlasstNun gilt aberfir jedeergodischeMen-

gein M, , dal3dieseauchZustandeenthalt,diey erfdllen. Wirde

2sieheSchritt3 zur Partitionierungvon X auf Seite74
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Y Fair gelten,sowirdeY in einersolcherergodischerMengeen-
denundjedenihrer Zustandeunendlichoft durchlaufenSomitwirde
Y  fUy gelten,wasein Widerspruchist. Also folgtY  Fair.

Zu : SeiC eineemodischeMengevon M, und C die Projekti-
onvonC aufdie ersteKomponentalererZustdndeDannist C auch
ergodischeMengevon demvon X induziertenTeilgraphenvon M.
Angenommerg enthéltkeinenZustanddery erflllt. Dannsindalso
alle ZustdndesonC in Schritt3 aufSeite74 X zugeteiltworden.So-
mit gibt eskeineNachfolgervonC, die nichtin X liegen.DannistC
aberemgodischeMengevon M, wasein WidersprucleuC X ist.

Xo X?:betrachtedenvonderZustandsmeng¥,’ xr x X?
induziertenTeiIgrapheri\/Ixr? von M . Dannist Mx,’-’ isomorphzu dem

von X? induziertenTeilgraphenMy> von M und esgilt: alle Transi-
tionen,die ausMXr? hinausflihrenfiihrenzu einemZustandvon M,

(sieheKonstruktiorvonM ). AusserdenenthéItMXr? keineergodische

MengevonM . FallsalsoY die MengeX/’ nichtverlasstsokann
Y zwar in eineergodischeMengevon M hineinlaufenaberauf kei-
nenkFall alle ZustadndalieseMengeunendlichoft durchlaufenSomit
giltY Fair.

FallsaberY die MengeX;’ verlasstsoseix, derersteZustandvonY ,

dernichtin X enthalterist. Wir wissen daRgilt:

Xj f oy j 01 1

X Mg
DaY fUy ,folgtx x , f Uy . Dannwissenwir aber
ausdem schonbehandelterTeil, dalBx; X Fair. Daraus

folgt nunY  Fair.
Zu :AngenommerC ist egodischeMengevonM undC  X/’.

DannistC auchergodischeMengevon Mxr?' SeiC die Projektionder

Zustandevon C auf derenersteKomponenteDannist C ~ X? und
C ist emgodischeMengevon My-. Somit gibt es keine Transitionen
von C nachX?. Esgibt aberauchkeine TransitionernvonC nachX
da es sonsteine entsprechend@&ransitionin M gabeund C somit
keineergodischéVlengevonM ware.Dasistaberein Widerspruchgda
namlichdanndie ZustdndesvonC zu X hinzugefigtvordenwaren.
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LY fuy Y O: wirzeigen

worausdie Behauptundolgt. SeialsoY X, X; Y tuy Y 1,
somitgilt X, r,alsox, o r .Esgiltnun:xg X~

— Sei M, der Teilgraphvon M , dervon denZustandervon M indu-
ziert wird, derenersteKomponentan X liegt. Dannist M, iso-

morphzu demvon X induziertenTeilgraphenvon M (sieheKon-
struktionvonM (De nition 3.1.1,Seite80)). Bemerlefolgendesalle
Zustandevon M, erfillenentwederf y oder f vy ,dadie

ersteKomponentalieserZustanden X liegt. Ausserdengilt fr alle
Transitionenx y in M, dieausM_ herausfihrendal3x die For-
mel f vy erflllt, daalle NachfolgereinesZustandeslerin Schritt
2 aufSeite74zuX hinzugefugtwurde,wiederumin X liegen.So-
mit gilt fir allein einemZustand x r x X beginnenderiLaufe,
daRdiesedie Formelf Uy nichterfullen.Darausfolgt, xo X , also
xo X

— Xo X?: betrachtedenvon der Zustandsmengi?, X r X
X? induziertenTeiIgraphenMX? von M . Dannist M, isomorph

zu demvon X? induziertenTeilgraphenMy» von M und esgilt: al-
le Transitionendie ausM, , hinausfuhrenfihrenzu einemZustand
r

vonM, (sieheKonstruktionvonM ). Daraudolgt, dalY die Menge

X?. nieverlasstdaY sonstaufgrunddesobengezeigterf Uy nicht
erfillenwirde.Nun gilt auchhier, daBMx? keineergodischeMenge

vonM enthalt.  Also kannY zwarin eineergodischeMlengevon
M hineinlaufenaberauf keinenFall alle ZustandedieserMengeun-
endlichoft durchlaufenSomitgilt Y  Fair.

Zu : Angenommer€ istergodischeMengevonM undC X7,
DannistC auchergodischeMengevon Mx?r . SeiC die Projektionder

Zustandevon C auf derenersteKomponenteDannistC ~ X? undC
ist egodischeMengevon My-». Somitgibt eskeine Transitionernvon
C nachX”. Es gibt aberauchkeine Transitionervon C nachX , da
essonsteine entsprechend&ransitionin M gabeundC somitkei-
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ne ergodischeMengevon M ware.Dasist aberein Widerspruchda
namlichdanndie ZustdndevonC zu X hinzugefligwordenwaren.

O

Nunhabenwir alleswaswir brauchenumzu zeigendafl3unsereKonstruktion
denWertderWahrscheinlichkit, daRM die Formelj erfullt, erhalt.

Satz3.1.

HY § B Y
Beweis: DaM undM aufdenErfllltmengenvon LT L-Formelntber AP die
gleicheWahrscheinlichkits\erteilunghabenfolgt Gleichung3.3,also

HY § R Y

Weiterhingilt mit Lemma3.3 fur alle Laufevon M in jedemSchritt mit Wahr
scheinlichleitl fUy r Somiterhaltenwir

LY j  HY

undderBeweisist vollstandig.
O

3.2 Konstruktion fir den“Next Step”-Operator

Die Konstruktionzur Eliminationeines‘Next Step”-Operatorgehtanalogzu der
ebenbehandeltenGegebenein Probabilistische®rogrammT pop M AP L
undeineLTL-Formelj tUberAP. SeiXf eine“temporalinnerste Teilformelvon
j , d. h.f enthaltkeine temporalenOperatorenpestehtalso nur ausatomaren
Aussagerund BoolscherOperatorenAuch hier werdenwir ein neuesProbabili-
stisches’ProgrammTprob konstruierengdesserMengeAP deratomarerAussagen
ausAP und einerneuenatomarenAussage bestehtSeij die Formel,die aus
j entstehtindemmanjedesVorkommenvon Xf durchr ersetztEswird dann
gelten:

HY HY
Zuerstwerdenwir wie gevohntdie ZustandalesProbabilistischefProgrammsn

drei disjunkteMengenX X X7 aufteilen.X wird die Zustandex enthalten,
fur die alle in x beginnenderechtenLaufe die Formel Xf erfullen.Entsprechend
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wird X die Zustandex enthaltenfur die alle in x beginnenderechtenLaufedie
Formel Xf erfullen.In X sind die Zustande, fiir die einin x beginnender_auf
die Formel Xf mit Wahrscheinlichkitr O r 1 erfullt. Da der“Next Step”-
Operatoreinelokale Eigenschafbeschreibtist dieseUnterteilungsehreinfach.

X x X xy T y f
X x X xy T y f
X? x X xy1 Xxy» T:yg f yo f X X X

Wie zuwor seifiir x - X gy die Wahrscheinlichkit, daf3einin x beginnendeiLauf

die Formel Xf erfullt. Alsogx XY s “Y07XX* 13 Wie die Unterteilung

von X ist die Berechnungder gy aufgrundder TatsachegdalRder “Next Step”-
Operatorinelokale Eigenschafbeschreibauchsehreinfach.Offensichtlichgilt:

1 X X
[}
O« A Pxy 0 x X (3.6)
yvxf 01 x X?

Die Konstruktion

Die Konstruktionin diesemFall ist sehrahnlichzu derim vorigenFall. Wir de-
nieren uns ein neuesProbabilistische®rogrammT,,,, M AP L , wobei
AP AP r mitr AP. r wird hier fur die Teilformel Xf stehen.Die Zu-
standevon M sindvonderForm xr ,fallsx X , x r ,fallsx X und
xr x r ,fallsx X7 EinZustand x r erfillt dieselberatomarerAussa-
genwie x und zusétzlichauchnochr . Ein Zustand x r erfullt nur dieselben
atomarerAussagemwie X. Die TransitionerundderenWahrscheinlichkitenwer-
densode niert, dalBwir folgendeBedeutungerhaltenDie Wahrscheinlichkit fur
einenin x r beginnenderi_auf ist gleich der Wahrscheinlichkit, dal3ein in x
beaginnenderLauf Xf erfullt. Genaueimpliziert jede Transition x y ausM ein
oderzweiTransitionerin M . Wir de nierendie Transitionsvahrscheinlichkitfur
eineTransition xri1 yro T rqro r r alsdie Wahrscheinlich-
keit, dal3fur einenin x beginnendeLauf Y X X3 X2 vonM qilt, dal3x; vy
und Xy Xo erfullt r  unterder VoraussetzungjaRY r  erfullt (wobeihierr
fur Xf und r fur Xf stehen)Formalsiehtdassoaus:

BsieheBemerkungt auf Seite18
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De nition 3.2.1.SeiT
babilistischeProgramm.

AP AP r r AP

X xr x X X? X r x X X?
L xr L x r

L x r L x

Po XT Po X Ox Po X T Po X 1 o

oob M AP L mit M X T p p, folgendesro-

Im folgendengelter1 r> r r .SeiT diekleinsteTeilmengevon T,

diefolgendeEigenschafterrfillt: fir alle xy T qilt

-xy X X Xrqy yro T
Bemerle, dalR3nureineTransitionin T eingefugtwird.

Wir de nierenpXrl yro  Pxy
-x X X y X? Xri yr und Xri y r
Bemerle, dal’3r 1 eindeutigist.
Wir de nieren Pyr, yr PxyCly
pxrl yr pxyl Qy
-x X y X X
y f
Xr yri T

Bemerle, dal’3r 1 eindeutigist.
Wir de nierenp %X—Xy.
y f

X r yrp T

Wir de nierenp %.

-xy X?:
y f
Xr yr und xr y r T
Wir de nieren p pxy%

1 aq
Pxr yr Pxy Ox
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y f
X r yr und x r y r T

; i Qy
Wir de nieren p, | yr PxyT- g
1aq

Py r yr Pxy1 Ox

Das weitere Vorgehenist nun analogzu demin Abschnitt3.1. Seialso]j
diejenigeFormel, die ausj entstehtindem alle Vorkommenvon Xf durchr
ersetztwverden Auchin diesemFall werdenwir zeigendald

HY HY

geltenwird, wobeip dasMal3 desFolgenraums/on Tprob ist. Daflr zeigenwir
wie im Fall fir den“Until”-Operator 2 Lemmataausdenendie obigeGleichung
leichtfolgt.

Zuerstzeigenwir also,daf3fir einemessbardeilmengeA XY gilt :

“A leA 14

Esgenigtedoch,diesfiir alle BasiszylindewonM zu zeigent®

Lemma 3.4. Fir alle xg X1 Xn X n INGgilt

UDxox1 X Hp'Dxoxt X

Beweis: DieserBeweisgehtanalogzu demBeweisvon Lemma3.2, Seite,82
undwird hier nichtangegeben.
O

Mit der AussagalesLemmasfolgt nuninsbesonderdiir jedeLTL-Formelj
UberAP gilt
LY ¢ R Y 7
Diesliegt darandald
PYY ;Y g
Somit habendie ProbabilistischerSystemeTpop und Ty, die gleiche Wahr
scheinlichleits\erteilungfir LT L-FormelnuberAP. Esgilt alsoauch

14Die Projektionp wurdein Abschnitt3.1ausSeite82 de niert.
15Er detaillierteErklarungersiehe[Bau79.
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fur dieFormelj ausunsereiKonstruktionUm die gewiinschteEigenschaftinse-
rer Konstruktionnachzuweisermmuisserwir alsonochzeigendafd

gilt. Diesist abergewahrleistetwenngilt
HY xxt  HY xoq k N

wennalsofiir allek IN undeinenLaufY X, X; X,  mit Wahrscheinlichkit
lgiltt x r gdw x X Xf . AufgrundderTatsachedald

Y XkJ'~ D XO Xk 1 Y ]"’
X %1 X
mussdieseEigenschafnur fur k 0 gezeigtwerden.Genaudiesleistetdasfol-
gendeLemma.
Lemma 3.5.
HY xt HY o
Beweis: Diesfolgt sehreinfachwie anggeben.

nyY |

M D x

X X X r

o]
a P Xr
xr X

a PoX A pox o 1
X

X x X?

é. Po X é Pxy
x X y Xy f
LY x 17

MY xt
]

16sjeheGleichung3.6, Seite89, ausder folgt: gy Ay xy f Pxy 1,bzw O, fallsx X
bzw x X .
wegenLemma3.4
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Nunhabenwir alleswaswir brauchenumzu zeigendal3unsereonstruktion
denWertderWahrscheinlichkit, daRM die Formelj erfullt, erhalt.

Satz3.2.

HY § BY
Beweis: DaM undM auf denErfulltmengenvon LTL-FormelnUber AP die
gleicheWahrscheinlichkitswerteilunghabenfolgt Gleichung3.7,also

HY § R Y
Weiterhingilt mit Lemma3.5fur alle LAufevon M in jedemSchritt mit Wahr
scheinlichleit1 Xf r Somiterhaltenwir

HY §  pY

undderBeweisist vollstandig.
U

Wir habenalsogesehenwie manschrittweisedie temporalerOperatoreraus
derFormelj entfernerkann.

3.3 Der Algorithmus

Bevor wir nundendieseniorgeherentsprechendeflgorithmuszur Berechnung
vonp Y ; angebenfolgt nocheineDe nition.

De nition 3.3.1.
GegebereinProbabilistischeBrogrammly o M AP L undeineL TL-Formel
j UberAP. Seiy einetemporalinnersteTeilformelvonj , d. h.y enthaltegenau
einentemporalerOperatorFallsnuny einen“Next Step”-Operatoenthalt,dann
bezeichne

Ty Tprob

dasin Abschnitt3.2 konstruierteProbabilistischérogramml , ,, ausDe nition
3.2.1,Seite90und
Ty

die dazugehorigen Abschnitt3.2aus] konstruierte T L-Formelj .
Fallsabery einen“Until’-Operator enthalt,dannbezeichne

Ty Tprob
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dasin Abschnitt3.1konstruierteProbabilistischérogrammr , ,, ausDe nition
3.1.1,Seite80und
Ty

die dazugehorigen Abschnitt3.1aus] konstruierteLTL-Formel] . m

Algorithmus 2 Grundideeeinesquantitatven probabilistischerModelchecking
AlgorithmusohneBuedi-Automaten

0

Eingabe : gegeben sei ein ProbabilistischesProgramm Tprob

M AP L undeineLTL-Formelj © tiberAP

Ausgabe ausgegeberwird derWertp Y ;o

seik die AnzahlantemporalerOperatorervon|j ©;
FORi 12 k DO
seiy einetemporalinnersteTeilformelvon | 1
T_[;rob TY_ T;;rot
j I Ty J i1
oD
(*j K enthaltalsokeinetemporalerOperatoren*)
berechnelie MengeA derZustandevon TX  diej K erfiillen;

prob’
gib denWert&, ApS x aus;

Die KorrektheitdesanggebenerAlgorithmusfolgt sofortausSatz3.1, Seite
88undSatz3.2,Seite93.

Wir wollen unsjetzt Gedanken zur LaufzeitdesAlgorithmusmachenWenn
k die Anzahl antemporalerOperatorerder Formelj © ist, sowird der Algorith-
musalsok-mal entwederdie KonstruktionausAbschnitt3.1 oder Abschnitt3.2
durchfihrenAus diesenAbschnittenwissenwir, daf3

,;mb 2 Tgm}, i 12 kK

gilt (sieheDe nitionen 3.1.1und3.2.1).Somitgilt
k k
Tprob 2 T[?rob
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Betrachterwir jetztdie LaufzeiteinesKonstruktionsschrittair werdenhier nur
die Konstruktionfir den “Until”-Operator betrachtenBemerle, dal3 die Kon-
struktionflr den“Next Step”-Operatoeinfacherist und auchwenigerLaufzeit
benotigt.Seialsof Uy die Teilformel von j , die eliminiert werdensoll.1® Als
ersteswerdendie ZustandedesgegebenerProbabilistischerProgramsT pyop, in
drei disjunkteMengenX X X7 aufgeteilt.Dies geschiehtvie folgt : (siehe
Algorithmus3, Seite96)

Dali der Algorithmus korrekt arbeitet,ist relatv einfach zu sehen.Man be-
achtedalRdie starkenZusammenhangsknponentewonH in ihrerumgelehrten
topologischerReihenfolgebearbeitetverdend. h. , wenndie KnoteneinerSCC
bearbeitetverden,so sind alle ihre Nachfolgerschonzu X oderX oderX?
zugeteiltworden.

Seit fUy .Wir bemerlennun,dal’dieMengenX; undXy inZeitOt T
berechnetverdenkdénnen.Die SCCsvon H kdnnenlinearin der Gré3evon H
berechnetverden(siehe[JU94]), alsoaufjedenFall in Zeit O T

Da nachder BerechnunglerMengenX X und X” die Konstruktiondes

neuenGraphennur nochlinearin Tpop ist, folgt : der Graphvon Tgrob kann

aIsoausdemGraphen/onTFirOtin ZeitOt; 1 T;;ro%) konstruiertwerdenwobei
tt  ji.Danun . .

;;rob 2 Tporob
folgt durchAufsummiererdesZeitaufwandsfir jedenSchritt,dal3der Graphvon
Tp"rob ausdemGraphenvon T3, in Zeit

k TO
Ot 2° Tpop

mitt max gq1 1t konstruiertwerdenkann.Mitt k j  1folgt: Der

Graphvon Tpkrob kannausdemGraphervon T 3, in Zeit

02! Tp?rob

konstruiertwerden.
Darausfolgt, dalBmanqualitatvesLTL-Model Checkingin Zeit

02l T

18BeachtedaRf undy aussagenlogiscH@rmelniiberderMengederatomarerAussagertdes
gegebenerProbabilistischefProgrammsind.
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Algorithmus 3

Eingabe : gegeben sei ein ProbabilistischesProgramm T
M AP L undeineLTL-Formelf Uy, wobeif undy keinetempora-
len Operatorerenthalten

Ausgabe ausggebenwerdendie MengenX X X7, diewiein Ab-
schnitt3.1de niert sind

X X X? o
berechnexs x X:x f;
berechneXy, x X :x vy ;
X Xy

X X X X
(* seiH derTeiIgréphdeszugrundeligenderﬁrapherwon Torob, dervon der
Zustandsmeng¥; Xy induziertwird *)
berechnelie starken Zusammenhangsknponenter{SCCs)Cy Cy,vonH
undordnediesetopologisch;
(* seiCj, Ci,, einetopologischeSortierung*)
FORj nn 1 1 DO
IE alle Kanten,die ausC;; hinausfihrenfihrennachX THEN
X X Ci,-;
ELSE
IF alle Kanten,die ausCij hinausfuihrenfihrennachX undesgibt min-
desten®inesolcheKanteTHEN

X X Ci,-;
ELSE
X?  X? Gy
Fl
Fl
H H G

(* entfernealsoalle Zustanderson G unddamitinzidenteKantenausH *)
oD
gbX X X?aus;
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durchfihrenkann (manmussnachder KonstruktiondesGraphernvon Tpkrob nur

nochiiberpriifenpb alle Anfangszustanddie aussagenlogischermelj K erfiil-
len.

Wie hochist der Aufwand beim quantitatven LT L-Model Checking?Dazu
misserwir in jedemSchrittneberdemGraphenvon T, auchnochdie Transi-

tionswahrscheinlichkitenvon T, ausrechnenWir habergesehendaRwir die-
seim Falle derKonstruktionfiir den“Until”-Operator durchLdseneineslinearen

Gleichungssystems der Grof3eder Anzahlder Knotenvon Tgrot erhaltenk6n-
1

nen!® Diesbedeutetdafin jedemSchrittnochein Aufwandvon O poly T;rob
hinzukommt, was dazufihrt, dalR man den Gesamtauf&nd zum erstellenvon

k 0
Tprob aUST o, durch

i 0
02°i" poly Torob

abschatzerkann. Das berechnerder Menge A und desWertesay a p('§ x fallt
dannnichtmehrins Gewicht.
Esqilt also,dalBwir denWert

|J.Y jo

mit einemZeitaufwandberechnekdnnenderexponentiellin derLangederFor-

melj 9 ist undpolynomiellin derGrbBedesSystemsT&ob

Zusammerdssendkann man also sagen,dal3die Zeitkomplexitat der Methode
ohneBuedi-Automatemur einfachexponentiellin derFormell&ngeast, wahrend
die Zeitkomplexitat der Methodemit Buedi-Automatendoppeltexponentiellin
derFormellangdst. Die Zeitkomplexitat beiderMethodenist zudempolynomiell
in derGro3edesgegebenerSystems.

19Bemerle, daR wir die Transitionsvahrscheinlichkitenim Falle der Konstruktionfiir den
“Next Step”-Operatosofortangeberkonnten.
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