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Kapitel 1

Einfiihrung

Gegeben sei eine beliebige Punktmenge in der Ebene. Gesucht ist die optimale
Lage eines geradlinigen Highwayliniensegments, das die durchschnittliche
Reisezeit aller Punktepaare bzw. die durchschnittliche Dilation minimiert.

Abbildung 1.1: Punktmenge mit einem Highway.
Dabei entspricht die Reisezeit eines Punktepaares a,b dem euklidischen
Abstand:
d(a,b) := |ab]

Der Highway mit den Endpunkten X und y kann als schnelle Verbindung
genutzt werden, die Reisezeit zwischen X und y betrigt dann

d(x.y) == [xyl/v,
wobei v die Highwaygeschwindigkeit beschreibt. Der Highway kann nur

1



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

an den Endpunkten betreten und verlassen werden. In einem ersten Schritt
wird v auf co gesetzt, so dafl in Nullzeit zwischen den Highwayendpunkten
gereist werden kann. Ein Highway kann auch die direkte Verbindung eines
Punktepaares e,f schneiden und damit die Reisezeit zwischen diesem Punk-
tepaar erh6hen. Somit kann der Highway auch ein Hindernis darstellen. Die
Reisezeit mit einem Highway h betrigt im Fall ef N xy # ():

dn(e, ) := min(|ex|+ |xy|/Vv + |yF|, |ex| + |xF|, [ey| + |yx|/v + |xF|, |ey| +
yf)

Ansonsten ist auch der direkte Weg moglich (ef N xy = ():
dn(e, F) 1= min((ef], lex| + [xy[Av + yFl,Jey| + yx|/v + [xF])

Dadurch 148t sich die durchschnittliche Reisezeit aller Punktepaare einer
gegebenen Punktmenge P definieren als

B 1 %

dn(P) == ‘%TD p.q [P.bEq dn(p,q)

Die Dilation zwischen zwei Punkten ist in diesem Fall das Verhiltnis:

on(p,q) := dn(p,q)/d(p,q).

Im zweiten Kapitel wird zunéchst eine verwandte Problemstellung, die
City-Voronoi-Diagramme, vorgestellt. Diese stellen einen Spezialfall der Vo-
ronoi Diagramme dar. Gesucht ist der jeweils kiirzeste Weg zum néchstge-
legenden Postamt. Dabei steht ein Transportsystem aus Fliebéndern zur
schnelleren Fortbewegung zur Verfiigung. Abseits dieses Transportsystems
kann man sich nur in Einheitsgeschwindigkeit geméafl der L1 Metrik fortbe-
wegen.

Im dritten Kapitel beschéftigen wir uns zunéchst mit der Fragestellung,
wie man einen Highwayendpunkt optimal in einer beliebigen Punktmenge
platziert, so dafl die Highwayzugangskosten fiir diese Punktmenge minimal
werden. Wir beginnen mit drei-elementigen Punktmengen. Mit diesem Pro-
blem hat sich schon 1629 Pierre de Fermat in einem anderen Kontext be-
schéftigt: Gegeben sind drei Punkte A, B,C in der Ebene, die ein Dreieck
bilden. Gesucht ist der Punkt X, der die Summe der Abstidnde zu den Drei-
eckspunkten minimiert. Dieses Problem wurde von Toricelli gelost, deshalb
wird der gesucht Punkt auch Fermat-Toricelli-Punkt genannt. Die Fragestel-
lung von Fermat wurde spéiter von Weber fiir beliebige gewichtete Punkt-
mengen verallgemeinert. Diese Problemstellung ist auch unter dem Namen
Fermat-Weber-Problem bekannt. Bisher existiert keine geschlossene Formel



fiir die Losung des allgemeinen Problems. Im Rahmen dieser Arbeit werden
zwei Losungsverfahren kurz vorgestellt: das Niherungsverfahren von Weisz-
feld und ein mechanisches Verfahren aus dem 17. Jahrhundert, das auf
Varignon zuriickgeht.

Im vierten Kapitel werden drei-elementige Punktmengen betrachtet. Un-
tersucht werden die Lage des optimalen Highways und seine resultierende
Reisezeit. Drei Punkte kénnen zwei verschiedene Arten von Konstellationen
bilden: entweder liegen alle Punkte auf einer Geraden oder sie sind Eckpunkte
eines nicht entarteten Dreiecks. Beide Situationen kénnen zusammen un-
tersucht werden und liefern gleiche Ergebnisse: Der Highway wird optimal
platziert, in dem man einen beliebigen Punkt auf einer kiirzesten Verbindung
mit dem Punkt aus der Punktmenge verbindet, der nicht zu der eben er-
wahnten Verbindung gehort. Die optimale durchschnittliche Reisezeit betragt
(2/3)s, wobei s der kleinste Abstand zwischen zwei der drei gegebenen
Punkte ist.

Im fiinften Kapitel werden die Erkenntnisse aus dem vorherigen Kapitel
auf vier-elementige Mengen erweitert. Dabei werden drei konkrete Situatio-
nen betrachtet: Rechtecke, Parallelogramme und Dreiecke mit einem inneren
Punkt.

Wir betrachten Rechtecke mit den Seitenléngen a und b, wobei a die kiirzere
Seitenlédnge ist. Der optimale Highway wird wie folgt platziert: Fiir Rechtecke
mit 2a < b liegt ein Highwayendpunkt beliebig auf einer der beiden kiirzeren
Rechteckseiten, der andere beliebig auf der gegeniiberliegenden Seite. Fiir
2a > b ist der optimale Highway eine der beiden ldngeren Viereckseiten.
Dies fiihrt zu einer optimalen Gesamtreisezeit von 6a bei Rechtecken, fiir
die 2a < b gilt. Sonst betrigt die Gesamtreisezeit 4a + b.

Danach betrachten wir Parallelogramme, in denen die Seiten die gleiche
Lange a haben. Die beiden Diagonalen werden mit e und f bezeichnet.
Es kann gezeigt werden, dafl ein Endpunkt des optimalen Highway auf
einem der Eckpunkte der langen Diagonale, den wir A bezeichnen und der
andere auf einem gewichteten Fermat-Punkt F des Dreiecks, das die tibrigen
Eckpunkte B, C und D bilden, liegen muf. Der Punkt F minimiert die
Gleichung 2d(y, B) +d(y,C) +2d(y, D). Dies fiihrt zu einer Gesamtreisezeit
von 2a + 2e + g mit g := 2d(F,B) + d(F,C) + 2d(F, D).

Abschlielend werden gleichseitige Dreiecke mit einem inneren Punkt, der
auf dem Schwerpunkt des Dreiecks liegt, betrachtet. Hier liegt ein Endpunkt
des optimale Highways auf einem beliebigen Eckpunkt und der andere End-
punkt auf dem 1.Fermatpunkt des inneren Dreiecks, das aus den restlichen
drei Punkten gebildet wird. Die optimale durchschnittliche Reisezeit betragt
%(a + 2b + f), wobei a die Lénge der Dreiecksseiten ist, b die Lange der
inneren Verbindungen und f := d(A,F) +d(B,F) + d(D,F), wobei F der
1.Fermatpunkt des Dreieckes ABD ist.



4 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Im sechsten Kapitel beschéftigen wir uns mit endlichen beliebigen Punkt-
mengen und versuchen Aussagen iiber die Lage des optimalen Highways zu
treffen. Insbesonders stellen wir uns die Frage, ob der optimale Highway bei
beliebigen Punktmengen immer innerhalb der konvexen Hiille liegt. Diese
Frage kann im Rahmen dieser Arbeit nicht beantwortet werden. Es kann
jedoch gezeigt werden, dafl die beiden Endpunkte eines optimalen Highways
in der Angle Hull der Punktmenge liegen miissen. Die Angle Hull ist eine geo-
metrische Struktur aus der Online-Bewegungsplanung. Zu einer gegebenen
konvexen Punktmenge D ist die Angle Hull AH (D) definiert als die Menge
aller Punkte, die zwei Punkte aus D in einem rechten Winkel sehen kénnen.
Die Frage, in wie weit sich der Bereich, indem sich die Highwayendpunkte
eines optimalen Highways befinden miissen, weiter einschrianken laf3t, ist
weiter offen. Es kann jedoch in einem Beispiel gezeigt werden, dafl wenn man
nur die Reisezeit bestimmter Punktepaare betrachtet, der optimale Highway
zumindest nicht vollstdndig innerhalb der konvexen Hiille liegt. Dies konnte
ein Indiz dafiir sein, dal der optimale Highway nicht in der konvexen Hiille
liegen muf3.

Im siebten Kapitel wird ein Brute-Force-Verfahren fiir das Highway-
Problem vorgestellt. Dieses ist auch in einem im Zuge dieser Diplomarbeit
entstandenen Applet implementiert worden, welches im Geometrie-Labor
der Abteilung Informatik I der Universitét Bonn zu finden ist. Die Grundidee
beruht darin, iiber die gegebenen Punktmenge ein Raster zu legen. Die
Schnittpunkte im Raster werden als Testmenge benutzt. Der Algorithmus
berechnet fiir jedes Punktepaar in der Testmenge, ob diese als Endpunkte
eines optimalen Highway in Frage kommen. Das Punktepaar, das zur nie-
drigsten durchschnittlichen Reisezeit fiihrt, wird ausgegeben.

Im achten Kapitel wird die Bedienung des Highway-Applets beschrieben.
Neben dem im siebten Kapitel beschrieben Brute-Force-Verfahren zur Er-
mittlung des optimalen Highways kann das Applet zu einer gegebenen Ein-
gabemenge die durchschnittliche Reisezeit und die Dilation berechnen. Der
Benutzer kann zwischen den Eingabearten endliche Punktmenge, einer Kurve
und dem von einer Kurve eingeschlossenen Gebiet wihlen. Bei der Einga-
beart Kurve besteht die Punktmenge aus allen Punkten, die sich auf dieser
Kurve befinden. Ebenso kénnen alle Punkte, die von einer geschlossenen
Randkurve eingeschlossen sind, ausgewéhlt werden. Folgende Metriken ste-
hen zur Auswahl: euklidische Metrik, Manhatten Metrik und Lco-Metrik.
Die Highwaygeschwindigkeit kann verdndert werden.



Folgende Abkiirzungen und Zeichen werden in den kommenden Kapiteln
immer wieder verwendet:

h Highway

X,y Highwayendpunkte

d(a,b) | euklidischer Abstand

dn(e, f) | Reisezeit zwischen den Punkten e und f bei gegebenen Highway h
kn(e) Reisekosten vom Punkt e zum Highway h

dn(P) durchschnittliche Reisezeit aller Punktepaare einer gegebenen Punktmenge P
B Summe der zusétzlichen Kosten, die durch Highwayblockaden entstehen

C Transportnetzwerk

Ec Kantenmenge im Transportnetzwerk C

gi Geschwindigkeit der Kante e;

\Y% Knotenmenge im Transportnetzwerk C

S Menge der Bezugspunkte

Qc(a,b) | schnellste Pfad von a nach b

Ve City-Voronoi-Diagramm

reg(wj) | Voronoiregion von j

Kcity City-Metrik-Kreis

d Durchmesser der konvexen Hiille ch(S)

Hgqg Bereich, in dem sich der optimale Highway befindet
AH(S) | Angle-Hull der Punktmenge S

F 1. Fermat-Punkt
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Kapitel 2

City-Voronoi-Diagramme

In der Algorithmischen Geometrie existieren neben dem Highway-Problem
verschiedene &hnliche Fragestellungen. Eine davon ist das sogenannte City-
Voronoi-Diagramm. Als Analogie stellen wir uns eine amerikanische Grof3-
stadt z.B. Manhatten in der nahen Zukunft vor, in der sémtlicher Verkehr
aus der Stadt verbannt worden ist und alle Strafien als Fufigéngerzonen
benutzt werden koénnen. Die Straflen sind schachbrettartig, d.h. horizontal
und vertikal angeordnet. Als einziges Verkehrsmittel steht den Passanten ein
Netzwerk von FlieBbéndern zur Verfiigung, das eine schnellere Fortbewegung
ermoglicht. Diese konnen bidirektional benutzt werden und an jedem beliebi-
gen Punkt des Transportnetzwerks betreten und verlassen werden. Uber das
gesamte Stadtgebiet sind Postédmter verteilt. Gesucht ist fiir einen gegebenen

Startpunkt der jeweils kiirzeste Weg zum néchstgelegenden Postamt, bzw.
ein Algorithmus, der eine Quickest-Path-Map erstellt, mit der moglichst
effizient ein minimaler Weg berechnet werden kann. Eine Hauptschwierigkeit
der Aufgabenstellung besteht darin, dafl es nicht ausreicht von einem gege-
benen Startpunkt aus den néchsten Punkt des Transportnetzwerkes anzu-
steuern und dieses moglichst nahe am Zielpunkt wieder zu verlassen, weil
auf einem optimalen Weg auch Abkiirzungen zu Fufl denkbar sind.

Das Transportnetzwerk C ist ein planarer Graph, der aus geraden Kanten,
die ausschliellich horizontal und vertikal liegen, besteht. Die Kanten diirfen
sich nicht schneiden. Die Kantenmenge wird mit Ec = {ey, ..., &j } bezeichnet.
Jede Kante ej weist eine konstante Geschwindigkeit @i auf, mit der sie
benutzt werden kann. Sei G die Menge der Kantengeschwindigkeiten. Abseits
des Transportnetzwerks C kann sich nur mit Einheitsgeschwindigkeit bewegt
werden, deshalb gilt fiir jedes g € G: 1 < g < o0, da fiir gj < 1 die
Benutzung dieses FlieBbandes keinen Sinn ergeben wiirde. Sei V. = {v1, ..., v }
die Menge der Knoten des Netzwerks. Dieses weist keine isolierten Knoten
auf.

Die Bezugspunkte in der Ebene bzw. in unserer Analogie die Postémter
werden mit ©j bezeichnet. Sei S = {w1, ..., wn} die Menge der Bezugspunkte.

7



8 KAPITEL 2. CITY-VORONOI-DIAGRAMME

In der Ebene kann sich mit Einheitsgeschwindigkeit beziiglich der L1-Metrik
bewegt werden. Die Kombination von der L1-Metrik und dem Transport-

oW1
€1
w2
€9 °
o3 €3 es
€4

Abbildung 2.1: Transportnetzwerk C mit drei Bezugspunkten.

system C mit seinen unterschiedlichen Kantengeschwindigkeiten induziert
die Einfiithrung eines neuen Abstandsbegriffs. Wir bezeichnen mit Qc(a, b)
den schnellsten Pfad zwischen zwei Punkten a, b der Ebene, der die Reisezeit
zwischen diesen Punkten minimiert. Dadurch 1é8t sich die City Metrik wie
folgt definieren.

Definition 1 Die Abstandsfunktion d : R? x R? — R bildet zwei Punkte
a,b € R? auf die Liange des schnellsten Pfades Q¢(a,b) zwischen ihnen ab.
Die Funktion d wird laut Abellanas u.a.[1] als City-Metrik bezeichnet.

Das City-Voronoi-Diagramm V. partitioniert die Ebene in Regionen, in dem
jedem Bezugspunkt w;j € S ein Bereich reg(wj) zugeordnet wird, so daf fiir
jeden Punkt X € reg(w;j) gilt: der Bezugspunkt wj ist der am schnellsten
erreichbare Bezugspunkt der Menge S. Die Regionen werden auch als Ein-
zugsgebiete bezeichnet.

Ein erstes Losungsverfahren stammt von Aichholzer u. a. 2002[2]. Sie
beschreiben ein Verfahren, das eine Quickest-Path-Map, eine verfeinerte
Variante der City-Voronoi-Diagramme in Zeit von O(nlogn + ¢?log¢) kon-
struiert. Anfragen kénnen in Zeit O(L + logn + ¢) beantwortet werden,
wobei L die Komplexitit des gefundenen Pfades beschreibt und ¢ die Anzahl
der Transportlinien. Weiterhin zeigen Sie, dafl sich die Komplexitidt der
Quickest-Path-Map(QPM) linear zu der Anzahl der Postdmter n und der
Anzahl der Fliebénder ¢ verhilt, obwohl die QPM in nicht konvexe Regionen
zerfallt.

Gorke und Wolf (2004)[6, 7, 18] verbesserten das Verfahren von Aichholzer
u.a. Thr Algorthmus berechnet die Quickest-Path-Map in Zeit
O((n + c)polylog(n + c)). Diese Laufzeit héngt nicht mehr so stark von der



Anzahl der Postamter bzw. der Bezugspunkt ab wie bei Aichholzer u.a. Sie
konnten sogar nachweisen, daB ihr Verfahren fiir ¢ € Q(y/Nlog® n) schneller
arbeitet als das von Aichholzer. Anfragen konnen, wie auch bei Aichholzer,
in Zeit O(L + logn + ¢) beantwortet werden.

Die Grundidee dieses Verfahrens basiert, wie auch bei Aichholzer, auf der
Expansion einer Wellenfront. Dafiir wird zunichst der City-Kreis Kcity
definiert:

Definition 2 Kcijty := {b € R: Q¢(a,b) =t} mit a,t € R

Abbildung 2.2: Wellenfrontausdehnung um den Punkt p bestehend aus City-
Kreisen.

Zum Zeitpunkt t = 0 startet die Wellenausdehnung in allen Bezugs-
punkten wj. Die Wellenfront besteht aus allen Punkten, die gemé&fl der City-
Metrik, den gleichen Abstand t zum Bezugspunkt w; haben. Wahrend der
Expansion sind folgende Ereignisse zu beachten, die die Form der Wellenfront
verdndern:

1. Typ A:

ec

A Wi (w)

Abbildung 2.3: FEine FEcke der Wellenfront trifft auf das
Transportnetzwerk C.

Trifft eine Ecke der Wellenfront auf eine Kante des Transportnetzwerkes
ec, so vergrossert sich die Welle wie in Abbildung 2.3 gezeigt, weil das
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Transportsystem eine schnellere Fortbewegung ermoglicht.

Abbildung 2.4: Eine Kante der Wellenfront trifftt auf das
Transportnetzwerk C.

2. Typ B:

Trifft eine Kante der Wellenfront zum Zeitpunkt t auf eine Kante ec
des Transportsystems C, dann ist entlang dieser Kante eine schnellere
Fortbewegung moglich. Die Welle veréndert sich geméfi der Abbildung
2.4.

3. Typ C: eine Kante der Wellenfront verschwindet

Als Folge eines Ereignisses des Typs B konnen sich zwei Knoten der
Wellenfront W¢(w), die eine gemeinsame Kante besitzen aufeinander
zubewegen. Zum Zeitpunkt tg treffen diese beiden Knoten aufeinander
und ihre gemeinsame Kante hat die Lénge Null. Dann werden diese
beiden Knoten und ihre gemeinsame Kante aus der Wellenfront geloscht.

4. Typ D:

Falls sich die beiden Wellenfronten der Postédmter w7 und w; treffen,
dann verlduft an dieser Kante die Grenze zwischen den beiden Voronoi
Regionen der Postédmter. Diese Grenze ist in Abbildung 2.5 dick ge-
druckt dargestellt.

Nachdem die Wellenfrontausbreitung abgeschlossen ist, lassen sich An-
fragen nach einem kiirzesten Weg vom Punkt p zum né#chsten Postamt
effizient beantworten. Jede Region in der Quickes-Path-Map besitzt einen
Punkt, der von der Wellenfront zuerst beriihrt wurde. Wenn man beginnend
vom Punkt p entgegen der Wellenfrontausdehnung diesen Punkten folgt,
erhélt man den kiirzesten Pfad zwischen dem Punkt p und dem néchsten
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Abbildung 2.5: Eine Wellenfront trifft auf eine andere Wellenfront.

Postamt ®j. Um sich entgegen der Wellenfrontausdehnung zu bewegen, ist
die Speicherung aller Wellenfronten zum Zeitpunkt t nétig. Dies geschieht
mit verketteten Listen.

Eine Variante dieser Problemstellung sind die sogenannte Airlift-Voronoi-
Diagramme. Diese wurden erstmals 2000 von Aurenhammer und Klein [15]
beschrieben. Anstatt der Fliebédnder werden nun Fluglinien betrachtet, die
aber nicht notwendigerweise die Dreiecksungleichung erfiillen. Im Gegensatz
zu der bisherigen Situation, konnen die Fluglinien nur an bestimmten fest-
gelegten Orten betreten und verlassen werden. Dies hat zur Folge, daf die
Voronoi-Regionen nicht mehr zusammenhéngend sein miissen. Ostrovsky-
Bergmann und Yaron[14] konnten fiir die euklidische Metrik ein Konstruk-
tionsverfahren fiir das dazugehorige Voronoi-Diagram in Zeit
O((n + s)log(n +s) + ¢) angeben, wobei s die Anzahl der , Flughiifen“ist.
Aurenhammer und Klein stellen ein Konstruktionsverfahren fiir beliebige
Lp Metriken vor. Das Verfahren beruht auf einer Reduktion auf ein her-
kémmliches Voronoi-Diagramm mit Lp Metrik und (¢ +n) Lp-Kreisen. Die
Laufzeit betrigt O(nlogn + ¢?).
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KAPITEL 2. CITY-VORONOI-DIAGRAMME



Kapitel 3

Planare Standortprobleme

3.1 Das Fermat-Problem

Bevor wir uns mit der Fragestellung beschéftigen, wie man einen Highway in
einer beliebigen Punktmenge optimal platziert, so daf§ er die durchschnitt-
liche Reisezeit aller Punktepaare minimiert, iiberlegen wir zunéchst, wie
man einen Highwayendpunkt y optimal in einer beliebigen Punktmenge
platziert, so dafl er die Highwayzugangskosten dieser Punktmenge minimiert.
Wir beginnen unsere Uberlegungen mit einer dreielementigen Punktmenge
{A,B, C}. Die Highwayzugangskosten fiir den Punkt A werden mit kn(A)
bezeichnet. Als Abstandsfunktion d nehmen wir die euklidische Metrik.
Gesucht ist der Punkt y, der folgenden Term minimiert:

kn(A) + kn(B) +kn(C) = d(A,y) +d(B,y) +d(C,y)

Abbildung 3.1: Welcher Punkt y minimiert Kn(A) + Kn(B) + kn(C)?.

Dieses Problem ist unter einem anderen Kontext schon bekannt und

13
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wurde erstmals 1629 von Pierre de Fermat [13, 16, 12] formuliert:

Gegeben sind drei Punkte in der Ebene. Gesucht ist ein Punkt, der die
Summe der Abstéinde dieses Punktes zu den vorgegebenen Punkten mini-
miert.

Dieses Problem wurde spéter auf m gewichtete Punkte verallgemeinert und
ist bekannt unter dem Namen Fermat-Weber-Problem:

Gegeben sind m > 3 Punkte aj,...am € R" u wichte W1, ..., Wm € R.
Gesucht ist der Punkt x € R", der den Term  [%; wijd(X, aj) minimiert.
Zuriick zum urspriinglichen Fermat-Problem. Wenn man iiber den Seiten des

A/

B/

Abbildung 3.2: Der 1.Fermat-Punkt liegt auf dem Schnittpunkt der
Liniensegmente AAY BBMund CC"

Dreiecks ABC gleichseitige Dreiecke zeichnet, erhélt die neue geometrische
Figur drei neue Eckpunkte AY BYund CY Der Punkt Aist der Eckpunkt
des gleichseitigen Dreiecks iiber der Kante BC. Er liegt also dem Punkt
A gegeniiber. Die Punkte BMund CUsind analog definiert. Verbindet man
diese neuen Punkte jeweils mit ihren gegeniiberliegenden Eckpunkten des
Ursprungsdreiecks ABC, so schneiden sich diese Geraden in einem Punkt.
Dieser Schnittpunkt wird 1. Fermat-Punkt oder Fermat-Torricelli-Punkt
genannt. Dieser wird im Folgenden mit F bezeichnet. Fiir den 1. Fermat-
Punkt F gilt folgende Besonderheit: SAFB = UAFC = UBFC = 120°[11].

Sind alle Winkel des Dreiecks ABC kleiner als 120°, dann ist der 1.Fermat-
Punkt der gesuchte Punkt, der die Summe d(A,y) + d(B,y) + d(D,y) mi-
nimiert. Dies wurde erstmals von Torricelli bewiesen, daher auch der Name
Fermat-Toricelli-Punkt. Coxeter[5] verdffentlichte 1963 einen geometrischen
Beweis, der im Folgenden angegeben wird.
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Lemma 3 Gegeben seien drei Punkte A, B und C, die ein Dreieck bilden.
Alle Inneninkel des Dreiecks sind kleiner als 120°. Sei F der 1.Fermat-
Punkt. Dann minimiert der Punkt F den Term d(A,y) +d(B,y) +d(C,y).

Beweis. Gegeben ist ein Dreieck ABC, das die Voraussetzungen des Lemmas
erfiillt. Man wahlt einen beliebigen Punkt P im Inneren des Dreiecks und
verbindet diesen mit den Eckpunkten des Dreiecks. Sei B ein beliebiger
Eckpunkt des Dreiecks. Dann wird das Dreieck ABP um 60° um den Punkt
B gegen den Uhrzeigersinn gedreht. Dadurch entsteht das Dreieck C'P 1B,
Dies ist in Abbildung 4.3 dargestellt.

B

Abbildung 3.3: Konstruktion des Dreiecks C'P 8.

Die Dreiecke ABCYund PBP Usind gleichseitig. Thre Innenwinkel sind
jeweils 60° grofl. Daraus folgt:

d(A,P)+d(B,P) +d(C,P)=d(CIPH +d(PYP) +d(C,P)

Der Term d(CYPY+d(PYP)+d(C,P) beschreibt die Liinge eines Weges
zwischen dem Punkt C"und dem Punkt C. Da die Lage des Punktes CU
aufgrund der Konstruktion unabhéngig von der Lage des Punktes P ist, ist
diese Lange minimal, wenn der dazugehorige Weg einen geraden Verlauf hat,
d.h. die Punkte P und P “auf dem (von P unabhingigen) Liniensegment CC"
liegen. Dies zeigt einerseits, dafl der optimale Punkt P auf dem Liniensegment
CCUliegt. Wegen der Symmetrie der Argumentation muss er auch auf den
Segmenten AAPund BBFliegen. Es handelt sich also um den 1. Fermat-
Punkt. Weiterhin gilt, weil CYPY P und C kollinear sind:

UBPC = 180° — UBPP "= 180" — 60° = 120° und
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UDAPB =0CPB = 180° —OPPB = 180° — 60° = 120°

Fiir den 1. Fermat-Punkt F, der den Term d(A,F) +d(B,F) +d(C,F)
minimiert, gilt also SUAFB = 0AFC =U0OBFC = 120°.
O
Der 1.Fermat-Punkt minimiert also den Term d(A,y)+d(B,y)+d(C,y)
in Dreiecken, in denen kein Winkel grofler als 120° ist. Dieser liegt auf dem
Segment CCY das auch Simpson-Linie genannt wird.

Abbildung 3.4: Da der Winkel [ genau 120° betrigt, verlduft das
Liniensegment CCYdurch den Punkt B.

Existiert in einem Dreieck ABC ein Winkel B, der genau 120° betrigt,
so verlauft das Segment CCPdurch den Punkt B und der 1.Fermat-Punkt
liegt auf dem Punkt, der diesen Winkel aufweist. Dies ist in Abbildung 3.4
dargestellt. Ist ein Winkel grofer als 120°, so verlduft das Segment CCPF
komplett auerhalb des Dreiecks ABC, siche dazu Abbildung 3.5. Da der 1.
Fermat-Punkt auf diesem Segment liegt, befindet er sich auch auflerhalb des
Dreiecks ABC. In diesem Fall minimiert der 1. Fermat-Punkt F die Summe
d(x,A) + d(x,B) 4+ d(x, C) nicht, sondern der Dreieckspunkt, an dem der
Winkel, der grofler als 120° ist, liegt. [11]

In den folgenden Kapiteln beschéftigen wir uns mit der durchschnittlichen
Reisezeit eines optimalen Highways. Dafiir wird eine Formel fiir die Simp-
son-Linie benotigt. Wir betrachten zunéchst ein gleichschenkliges Dreieck.
Die Schenkel haben die Lénge a und die Basis die Lange b.
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Abbildung 3.5: Da der Winkel B grofler als 120° ist, verlduft das
Liniensegment CCauBerhalb des Dreiecks ABC.

Lemma 4 Gegeben sei ein gleichschenkliges Dreieck mit den Eckpunkten
A, B und C. Die Ladnge der Schenkel seien mit a und die Ldnge der Basis
wird mit b bezeichnet. Sei h die Hohe des Dreiecks. Dann betragen die
minimalen Highwayzugangskosten aller Dreieckspunkte 73b +h.

Beweis. Im vorherigen Beweis wurde gezeigt, dafl der 1.Fermat-Punkt F

den Term d(A, X)+d(B, X)+d(C, X) minimiert. Es geniigt, den Term d(A, F )+
d(B,F)+d(C,F) zu berechnen. Dies ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Dazu
konstruieren wir ein gleichseitiges Dreieck iiber der Basis mit Seitenlénge b.

Der Eckpunkt des neuen Dreiecks, der der Basis gegeniiberliegt, wird mit
CYbezeichnet. Dies ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Die Hohe hg steht
senkrecht auf der Basis des Dreiecks und beriihrt diese an ihrem Mittel-

punkt M. Die Hohe h des gleichschenkligen Dreiecks steht ebenfalls senkrecht
auf der Basis und beriihrt diese an ihrem Mittelpunkt. Sei C der Punkt
im gleichschenkligen Dreieck, der der Basis gegeniiber liegt. Dann liegen die
Punkte CY M und C kollinear und es geniigt nach dem Beweis von Lemma 3
die beiden\}{éhen der beiden Dreiecke zu addieren. Die Hohe hg des Dreieck

ABCist T\S}) Daraus folgt:
dicyc) = -2b+h m
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B

A

Abbildung 3.6: Die beiden Hohen der Dreiecke BCD und BC'D stehen
senkrecht auf dem Segment BD und beriihren sich.

Etwas schwieriger wird es, wenn man sich mit einem rechtwinkligen
Dreieck beschiéftigt, weil sich im Allgemeinen die beiden Hohen der Dreiecke
ABC und ABC " nicht mehr auf einer Geraden befinden.

Lemma 5 Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Punkten A, B
und C mit den Seitenldngen a und b, wobei a < b gelte.[Baqn betragen die

minimalen Highwayzugangskosten aller Dreieckspunkte (a2 + b2 + /3ab).

Beweis. Wie im vorherigen Beweis berechnen wir die minimalen Highway-
zugangskosten mit der Formel d(A,F) + d(B,F) + d(C,F), wobei F der
1.Fermat-Punkt des Dreiecks ABC ist. Dies ist moglich, weil alle Winkel im
Dreieck ABC kleiner als 907 sind.

Wir konstruieren ein gleichseitiges Dreieck ABCmit Seitenlinge b iiber
der Kante AB. Dem Punkt C werden die Koordinaten (0,0) zugeordnet.
Daraus folgen die anderen Koordinaten. Der Punkt S ist der Mittelpunkt der
Rechteckseite AB, seine Koordinaten sind demnach, (3b,a). Daraus folgen

aus der Hohenformel f}'ir gleichseitige Dreiecke h = 73b die Koordinaten fiir
den Punkt CH= (%b, T3b) Dies ist in Abbildung 3.7 dargestellt.

Die minimalen Highwayzugangkosten lassen sich nun mit dem euklidi-
schen Abstand der Punkte C und C"berechnen:
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V_
CU= (1b, -2b +a)

A=(0.a) 1S = (b.a) " B = (b, a)

a
C = (0,0)

Abbildung 3.7: Dem Punkt C werden die Koordinaten (0,0) zugeordnet.

V3
SN

=  (+V3ab+a?)

1
ab+a?+ sz

3.2 Das Fermat-Weber-Problem

Weber [16, 13, 12, 10, 3] verallgemeinerte das Problem von Fermat auf
gewichtete Punktmengen. Gegeben sind n Bezugspunkte

ai = (aj1,ai2) € R? in der Ebene. Jedem Bezugspunkt aj wird ein Gewicht
w; € IN zugeordnet. Wir betrachten folgende zu minimierende Zielfunktion:

L

f(X) = I%‘Wid(ai,x) =  i=oWi (Xl — al,l)z + (Xz — a1,2)2

Cesucht ist ein Punkt x & R2 fiir den gilt: £(x5'= miny g F(X). Der
Punkt x™vird Weber-Punkt genannt.



20 KAPITEL 3. PLANARE STANDORTPROBLEME

Die Zielfunktion f(X) ist an den Bezugspunkten a;j nicht differenzierbar
und die Zielfunktion 148t sich wegen der euklidischen Metrik nicht in zwei
verschiedene Summanden, die nur noch von einer Koordinate abhingen,
zerlegen.

Durch Ableiten der Zielfunktion f(X) ergibt sich:
sdra) _ b og—aig)

i=0 WiTdar)

mit j = 1,2

Das Nullsetzen der partiellen Ableitung ergibt:

r ] Y
H Id a:
6;@ =0& X = :25)
Xj i=o WidG.ap)

Dieser Term 148t sich nicht vollstdndig nach Xj auflésen. Bis heute ist
keine genaue Losung des Fermat-Weber-Problems bekannt. Es existieren
jedoch verschiedene Naherungsverfahren. Eines ist ein iteratives Ndherungs-
verfahren, der sogenannte Weiszfeld-Algorithmus von 1937. Es existiert auch
ein mechanisches Verfahren aus dem 17. Jahrhundert, das auf Pierre Varignon
zuriickgeht. Beide Verfahren werden nun kurz vorgestellt.

3.3 Der Weiszfeld-Algorithmus

Das Weiszfeld-Verfahren [17, 13] wurde 1937 vorgestellt und ist ein iteratives
Néherungsverfahren fiir das Fermat-Weber-Problem. Die Grundidee besteht
darin, einen gegebenen Startpunkt x© z.B. den Schwerpunktﬁ'eilPug_kt—
menge in die rechte Seite des eben hergeleiteten Terms Xj = Dx:ﬁ
1= X,aj
einzusetzen. Dadurch erhiilt man neue Koordinaten fiir den Punkt x®.
Diese neuen Koordinaten werde nun wieder in der rechten Seite des Terms
eingesetzt. Dieses Verfahren wird wiederholt bis ein Abbruchkriterium erfiillt
ist, z.B. daB die Verinderung der Koordinaten des Punktes X oder die
Veranderung der Zielfunktion eine gewisse Grenze unterschreitet. Vor der
Iteration wird gepriift, ob ein Bezugspunkt aj, die gesuchte Eigenschaft
erfiillt. Dies geschieht mit dem verschérften Dominanzkriterium. Der We-
berpunkt liegt auf dem Bezugspunkt aj, wenn gilt:

9(aj) :=d( iZo,igj Wi%’o) = Wj

Diese Ungleichung wird verschérftes Dominanzkriterium[13] genannt. So-
mit 148t sich der Weiszfeld-Algorithmus wie folgt definieren:
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Weiszfeld-Algorithmus:

1. Falls fiir einen Bezugspunkt aj gilt: g(aj) < wj, dann setze X = aj
und breche das Verfahren ab.

L1
2. Setze | := 0 und initialisiere den Startpunkt x(® :=
i=0 !
|:\|N_ ay

= YaxM a;
3. Setze x(+D .— J:_il_(l_-)

i=0 VI3 any
4. Falls gilt: w < (@, so breche das Verfahren ab, ansonsten setze

| := 1|+ 1 und fahre mit Schritt 3 fort.

Sind nicht mehrere Bezugspunkte auf einer Geraden angeordnet, so ist
das Verfahren eindeutig. Falls keiner der Iterationspunkte X auf einen
Bezugspunkt liegt, konvergiert der Punkt X gegen den Weber-Punkt|[13,
12, 10, 4, 3]. Ansonsten ist der Term im 3. Schritt nicht definiert, weil der
Nenner gleich Null ist. Das Verfahren bricht dann ab. Um dieses Problem
zu umgehen, existiert ein modifizierte Variante des Weiszfeld-Verfahren [13],
das mit einer verdnderten Zielfunktion arbeitet.

f(X) = j=o Wi (Xl — 61’1)2 + (Xz — a1,2)2 + it (30

So wird das eben skizzierte Problem umgangen. Diese modifizierte Vari-
ante wird Hyperparaboloid-Verfahren genannt.
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3.4 Varignonscher Apparat

Das Fermat-Weber-Problem ist arithmetisch fiir die euklidische Metrik schwer
zu l6sen. Pierre Varignon [13, 12] stellte im 17. Jahrhundert ein mechanisches

Verfahren zur Losung des Fermat-Weber-Problems vor. Dazu ordnete er die

N Bezugspunkte mafBstabsgerecht auf einer Tischplatte an und bohrte an

den entsprechenden Stellen Locher in den Tisch. Durch jedes Loch legte

er einen Faden und verband diese auf der Tischplatte durch einen Knoten

miteinander. Am anderen Ende des Fadens wurde ein Gewicht w; angehéngt,

das dem zugehorigen Gewicht im zu lésenden Fermat-Weber-Problem ent-

spricht. Im Kréftegleichgewicht entspricht die Position des Knotens auf der

Tischplatte der Position des Weber-Punktes.

&

Abbildung 3.8: Varignonscher Apparat.



Kapitel 4

3-elementige Punktmengen

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit dem einfachsten Fall einer drei-
elementigen Punktmenge S := {A,B,C}. Die Verbindungsldngen werden
mit a := |BC|, b := |AC| und ¢ := |AB| bezeichnet. Wir definieren

s :=min(a, b, ) als die Lange der kleinsten Verbindung. Gefragt ist nach der
optimalen Platzierung eines Highways, der die durchschnittliche Reisezeit
bzw. die durchschnittliche Dilation minimiert. Die durchschnittliche Reise-
zeit fiir drei-elementige Punktmengen wird definiert als

dn({A,B,C}) := 1(dn(A,B) + dn(A,C) + dn(B, C)).

Die Endpunkte des Highways h konnen beliebig in der Ebene gewéhlt
werden. Diese werden im Folgenden mit X und y bezeichnet.
Als vorgeschriebene Highwaygeschwindigkeit nehmen wir zunéchst unend-
lich an, d.h. zwischen den Punkten X und y kann in Nullzeit gereist werden.
Ein Highway kann auch die direkte Verbindung eines beliebigen Punkte-
paares P ,Q schneiden und damit die Reisezeit zwischen diesem Punktepaar
erhohen. Somit kann der Highway auch ein Hindernis darstellen. Die Reise-
zeit mit einem Highway h betrigt im Fall PQ N xy # (:

dn (P, Q) := min(|P x| + [Py[) + min(|Qx| + |Qy|)
Ansonsten ist auch der direkte Weg moglich(PQ N xy = 0):

dn(P, Q) := min(|PQJ, [Px|+|yQ|, [Px| +[xQ|, [Py[ + [xQl, [Py[+ |yQ])

In dem Sonderfall, dafl ein Highway h eine direkte Verbindung PQ
iiberlappt, d.h. PQ und Xy sind kollinear und der Schnitt besteht aus mehr
als einem Punkt, nehmen wir an, dafl die direkte Verbindung weiterhin be-
fahrbar ist. Dies ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Obwohl der Highway h auf
der Verbindung P Q liegt, nehmen wir an, dafl die Verbindung PQ durch

23
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Abbildung 4.1: Der Highway h blockiert die Verbindung P Q nicht.

den Highway h nicht blockiert wird. Es gilt daher dn(P, Q) = d(P, Q).

Mit kn(P) werden die Kosten bzw. die Reisezeit von einem Punkt P zum
Highway h bezeichnet:

kn(P) := min(|P x|, |Py])

Drei Punkte in der Ebene kénnen verschiedene geometrische Figuren
bilden. Sie kénnen ein Dreieck bilden oder sie liegen alle auf einer Geraden.
Der Sonderfall, das mehrere Punkte iibereinander liegen, kann vernachléfligt
werden. Liegen alle Punkte tibereinander, dann betragt die durchschnittliche
Reisezeit gleich Null, d.h. jeder beliebige Highway ist dann optimal. Bei zwei
iibereinanderliegenden Punkten hat man quasi ein zweielementige Punkt-
menge. Der optimale Highway ist dann die direkte Verbindung dieser beiden
Punkte und fithrt zu einer durchschnittlichen Reisezeit von Null. Jeder
andere Highway ist klar schlechter, weil jede Verschiebung eines Highway-
endpunktes die Highwayzugangskosten erhéhen wiirde.

>
W
oD

Abbildung 4.2: Highway h mit drei Punkten auf einer Geraden.

Zunichst beschéftigen wir uns mit drei kollinearen Punkten A, B,C.
Wir nehmen an, dafl der Punkt B auf der Geraden zwischen den Punkten A
und C liegt. Die Punkte werden so benannt, daf folgendes Seitenverhéltnis
gilt: d(A,B) > d(B,C). Als ersten Ansatz betrachten wir die Idee, den
Highway vollstdndig auf das Liniensegment AB zu legen, weil diese Punkte
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am weitesten voneinander entfernt sind. Dadurch wird nicht nur die Reisezeit
zwischen dem Punktepaar A, B, sondern auch zwischen A und C verbessert.
Untersuchen wir zunéchst, wie sich diese Idee auf die durchschnittliche Rei-
sezeit auswirkt.

>
w
@)

Abbildung 4.3: Der Highway liegt zwischen den Punkten, die den grofiten
Abstand zueinander haben.

d({A,B,C})
= (dn(A,B) +dn(A,C) +dn(B,C)) - 3
(0+d(B,C)+d(B,C)) - 3
2d(B,C)

Man erhélt eine durchschnittliche Reisezeit von %d(B, C). Der Vollstén-
digkeit halber sei hier schon erwéahnt, dafl dies nicht der einzige Highway
mit dieser durchschnittlichen Reisezeit ist. Verschiebt man den Highway-
endpunkt, der auf dem mittleren Punkt B platziert ist, beliebig auf das
Liniensegment zwischen den Punkten B und C, dann verringert sich die
Reisezeit zwischen den Punkten A und C in dem gleichen Mafl wie diese
zwischen den Punkten A und B zunimmt.

Aus diesem Ergebnis l&8t sich folgern, dafl der optimale Highway zu
einer durchschnittlichen Reisezeit von héchstens %d(B, C) fithrt. In diesem
Beispiel gilt d(B,C) = s. Wie wir spéter sehen werden, ist %S optimal.

Bei einem beliebigen Dreieck gibt es verschiedene Kandidaten, die als
optimaler Highway in Betracht kommen. Dabei erscheint die lingste Drei-
ecksseite intuitiv als bester Vorschlag. Wie im Folgenden bewiesen wird, ist
diese optimal. Jedoch existieren noch weitere optimale Losungen. Interes-
santerweise konnen die verschiedenen geometrischen Figuren, die eine drei-
elementige Punktmenge bilden kann, in einem einzigen Beweis behandelt
werden. Dies erfordert jedoch folgende Sprachregelung. Gegeben seien drei
kollineare Punkte A, B und C. Sei B der mittlere Punkt. Wenn dieser Punkt
auf dem Mittelpunkt des Segments AC liegt, dann gilt d(A,B) = d(C, B).
Diese Situation dhnelt einem gleichschenkligen Dreieck. Die beiden Schenkel
liegen vollsténdig auf der Basis. Im folgenden Beweis wird dieser Spezialfall
auch als gleichschenkliges Dreieck bezeichnet.
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A

Abbildung 4.4: Ein Dreieck mit Highway h.

A C
A B C

Abbildung 4.5: Der Punkt B des gleichschenkligen Dreiecks wird auf die
Gerade AC projiziert.

Theorem 6 Gegeben sei eine dreielementige Punktmenge S := {A,B,C}
in der Ebene. Dann fuhrt der optimalen Highway zu einer durchschnittlichen
Reisezeit von (2/3)s, wobei s die Lange der kleinsten Verbindung ist. Das
Optimum erzielt man, wenn man einen beliebigen Punkt auf einer kurzesten
Verbindung mit dem Punkt aus S verbindet, der nicht zu der eben erwdhnten
Verbindung gehort. Es gibt keine anderen optimalen Platzierungen.

Beweis. Die Punkte A, B und C sind beliebig angeordnet. Insbesondere
gelte nicht mehr die Voraussetzung d(A,B) > d(B, C). Sei h ein beliebiger
Highway. Wir betrachten nacheinander, wie sich die Anzahl der durch den
Highway verbesserten Verbindungen auf die durchschnittliche Reisezeit aus-
wirkt und zeigen, dafl ein Wert von (2/3)s nicht unterschritten wird.
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1. h hilft keiner Verbindung;:

d({A B.C})
_ %(dh(A, B) + dn(A,C) + dn (B, C))

%(dh(A’ B) +dn(A,C) +dn(B,C))

, weil h die {ibrigen Verbindungen verschlechtern kann
S

Y

Y

Der Highway h kann nicht optimal sein.

2. h hilft einer Verbindung:
h verbessert AB:

Da die Zuordnung der Variablen A, B,C zu den Eckpunkten beliebig
ist, geniigt es hier diesen einen Fall zu betrachten.

dn({A,B,C})
_ é(dh(A, B) +dn(A,C) +dn(B,C))

> < (kn(A) + kn(B) + d(A,C) + d(B,C))
,weil h dp(A,C) und dy(B,C)

> (d(A.C)+d(B,C))

> Zs

-3

Die Reisezeit erreicht im betrachteten Fall genau dann obige untere
Schranke, wenn man einen Highwayendpunkt auf A und den anderen
auf B setzt. Dadurch werden die Terme Kn(A) und kp(B) auf Null
gesetzt. Das Optimum von (2/3)s wird nur dadurch erreicht, wenn die
Seiten AC und BC gleich lang sind und deren Léngen kleiner als AB
sind, d.h. es gilt d(A,C) = d(B,C) = s. Dies ist der Fall, wenn die
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Punkte ein gleichschenkliges Dreieck bilden.

Es bleibt zu zeigen, dafl die jetzt gefundene optimale Losung auch
zum Fall 2 gehort, d.h. daB nur der Verbindung AB geholfen wird.
Der Highway h = AB verbessert die Verbindung AB. Den anderen
Verbindungen wird nicht geholfen, denn es gilt d(A,C) =d(B,C) =s.
Der Weg mit dem Highway wiirde zur gleichen Reisezeit fithren. In
diesem Fall gehort der Highway AB tatséchlich zu der im Theorem
angegebenen Klasse der behaupteten optimalen Highways.

. h hilft zwei Verbindungen:

h verbessert AB und AC:

Abbildung 4.6: h verbessert AB und AC.

dn({A,B,C})
_ %(dh(A, B) + dn(A, C) + dn(B, C))

%(kh(A) +kn(B) + kn(A) + kn(C) +d(B,C))

, weil h dn (B, C) verschlechtern kann

— %(Qkh(A)—H&](B)ﬁ:ﬁh(CHd(B’C)))

>d(B,C)

Y

2
5(B.C)

Der Eckpunkt A hat einen n&chsten Highwayendpunkt y. Der andere
Endpunkt X liegt demnach weiter von diesem entfernt. Wenn
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d(A,x) = d(A,y) gelten wiirde, kénnte der Highway die Verbindung
AB nicht verbessern. Fiir den Punkt A macht es nur Sinn, den Highway
h im Punkt y zu betreten und im Punkt X zu verlassen. Eine umge-
kehrte Benutzung des Highways ist dagegen nicht sinnvoll. Da laut
Annahme die Verbindungen AB und AC verbessert werden, muf} der
Highway auf einem Weg von A zu den Punkten B und C am Endpunkt
X verlassen werden, weil ein Highway nur dann eine Verbindung ver-
bessern kann, wenn er an unterschiedlichen Endpunkten betreten und
verlassen wird. Die Punkte B und C miissen deshalb einen gemein-
samen néchsten Highwayendpunkt X aufweisen. Die Highwayzugangs-
kosten der Punkte B und C kénnen deshalb nach unten iiber die Lénge

ihrer gemeinsamen Kante abgeschétzt werden. Es gilt:

kn(B) + kn(C) = d(B,x) +d(C,x) =" d(B,C).

Die untere Schranke wird in diesem Fall héchstens dann erreicht, wenn
kn(A) = 0 und kn(B) + kn(C) = d(B, C) gelten. Dies ist genau dann
der Fall, wenn der Highwayendpunkt X auf dem Punkt A liegt und
der Highwayendpunkt y beliebig auf dem Liniensegment BC platziert
ist. Jetzt konnen wir noch die Eckpunkte frei wihlen. Am geringsten
wird offensichtlich die Reisezeit (2/3)d(B,C), wenn BC eine kleinste
Verbindung bezeichnet. Die optimale Reisezeit von (2/3)s wird also
genau dann erreicht, wenn ein Highwayendpunkt beliebig auf einer
kiirzesten Verbindung liegt, und wenn der andere Highwayendpunkt
auf dem Punkt aus S liegt, der nicht zu dieser genannten kiirzesten
Seite gehort.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl all die als optimale Losungen erkannten
Félle tatsédchlich die Vorbedingungen des 3. Falles erfiillen, d.h. sie
verbessern genau zwei Verbindungen. Sei dazu

d(B,C) < (A,C) < d(A,B). Klar ist, dal der Highway dem Punkte-
paar B, C nicht hilft. Denn um von B oder C zum Highwayendpunkt
X = A zu gelangen, benétigt man eine Reisezeit grofier als d(B,C).
Liegt der andere Highwayendpunkt y auf einem inneren Punkt des
Segmentes BC, so wird den beiden Punktepaaren A,B und A, C ge-
holfen, wegen dy(A,C) = kn(C) <d(B,C) < d(A,C) und

dh(A,B) =kn(B) <d(B,C) <d(A,B).

Liegt y direkt auf dem Punkt C, so wird natiirlich dem Paar A,C
geholfen. Aber dem Paar A, B wird nur geholfen, wenn

d(A,B) > d(B, C) ist, wenn die Punktmenge kein gleichseitiges Dreieck
bildet. Ist es ein gleichseitiges Dreieck, so ist der Highway xy = AC
zwar keine zum Fall 3. gehorende Losung, aber sie ist wie schon vorher
diskutiert, eine optimale Losung, die zum Fall 2. gehort.

Liegt y direkt auf dem Punkt B, so wird natiirlich dem Paar A, B
geholfen. Dem Paar A, C wird nur geholfen, wenn d(A,C) > d(B,C)
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ist, wenn die Punkte kein gleichschenkliges Dreieck bilden. Ist es ein
solches gleichschenkliges Dreieck mit kleinsten Seitenldngen

d(A,C) =d(B,C), so ist der Highway Xy = AB wieder keine zum Fall
3. gehorende Losung, aber auch sie ist wie schon vorher diskutiert, eine
optimale Losung, die zum Fall 2. gehort.

C

B

Abbildung 4.7: beliebiges Dreieck mit einem moglichen optimalen Highway

h.

>
(0
°0

Abbildung 4.8: optimaler Highway bei drei Punkten auf einer Geraden.

Das globale Minimum wird angenommen, wenn man einen Punkt einer
kiirzesten Seite mit dem Punkt aus S verbindet, der nicht zu dieser
Seite gehort. Das Optimum liegt also in der konvexen Hiille der Punkte.
Es bleibt zu zeigen, daf ein Highway keine drei Verbindungen verbes-
sern kann.

. h hilft drei Verbindungen:

Jeder Punkt der Menge S = {A, B, C} hat einen eindeutigen néchsten
Highwayendpunkt. Denn wire ein Punkt P € {A,B,C} gleich weit
entfernt zu beiden Highwayendpunkten, dann wiirde der Highway Ver-
bindungen zu diesem Punkt P nicht verbessern. Daraus folgt, dafl es
einen Highwayendpunkt gibt, der zu mindestens zwei Dreieckspunkten
der nichste Highwayendpunkt ist.

Damit ein Highway h eine Verbindung zwischen zwei beliebigen Punk-
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ten P,Q € {A, B, C} verbessern kann, miissen aber beide Punkte einen
unterschiedlichen néchsten Highwayendpunkt besitzen, denn falls beide
Punkte nédher zu X als zu y liegen gilt:

kn(P) + kn(Q) = d(P,X) + d(x, Q) > d(P, Q).

Folglich wird mindestens einer der drei Verbindungen nicht geholfen.
Fall 4 tritt nicht auf.

|

Der Beweis gilt fiir beliebige Metriken, da innerhalb des Beweise nur die
Dreiecksungleichung verwendet wird, die bekanntlich alle Metriken erfiillen.
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Kapitel 5

4-elementige Punktmengen

Wir beschéftigen uns nun mit vier-elementigen Punktmengen. Dabei konzen-
trieren wir uns auf drei Szenarien: Rechtecke, Parallelogramme und gleich-
seitige Dreiecke mit einem inneren Punkt, der auf dem Schwerpunkt liegt.
Dabei versuchen wir den Ansatz aus dem vorherigen Kapitel auf vier Punkte
anzuwenden. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dafl der Highway mit unend-
licher Geschwindigkeit befahren werden kann, d.h. zwischen den Endpunkten
X und y kann in Nullzeit gereist werden. Dies wirkt sich wie folgt auf die
Reisezeit zwischen zwei beliebigen Punkten P und Q aus, es gibt zwei Félle:

1. Der Highway h stellt ein Hindernis dar (PQ Nh # 0):
dn (P, Q) := min(|Px], [Py[) + min(|Qx], [Qy[)
2. Der direkte Weg ist moglich (PQ Nnh = 0):

dn(P, Q) := min(|PQJ, [PX[+|yQ], [Px|+[xQl, [Py|+[xQl, [Py[+]yQ])

In den bisher betrachteten Situationen verschlechterte der Highway keine
Verbindung zwischen zwei Punkten, so dafl eine formale Definition der Blo-
ckadekosten noch nicht erforderlich war. Weiterhin ist zu beachten, daf}
eine vom Highway blockierte Verbindung trotzdem eine bessere Reisezeit
aufweisen kann als wenn diese nicht blockiert wére, weil die Benutzung
des Highway die Blockade eventuell kompensieren kann. Ein Highway h
verschlechtert eine Verbindung eines Punktepaares E, F, wenn gilt:
d(E,F) < dn(E,F) und der Highway h schneidet das Segment EF. Damit
lassen sich nun die Zusatzkosten definieren, die durch den Highway bei
Blockade gegebenenfalls entstehen:

33
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Definition 7 Gegeben seien eine Punktmenge P und ein Highway h. Sei
P~ die Menge aller Punktepaare, die durch den Highway h verschlechtert
Werderi%nn verursacht der Highway zusétzliche Kosten von

B = {E'F}Edh(ElF)_d(E1F)

Die durchschnittliche Reisezeit fiir vier-elementige Punktmengen 148t sich
wie folgt berechnen:

dh({A,B,C,D})
= 2(dh(A,B) +dn(A,C) + dn(A,D) + dn(B,C) +dn (B, D) + dy(C, D))

Be o C

B(x,y)

Abbildung 5.1: Das Vornoi-Diagramm der beiden Highwayendpunkte X und
Y.

Wenn man das Voronoi-Diagramm der beiden Highwayendpunkte be-
trachtet, dann unterteilt der Bisektor B(X,Y) die Ebene in zwei Halbebenen.
Die Punkte der vier-elementigen Punktmenge werden auf diese beiden Voro-
noiregionen aufgeteilt. Dabei gibt es grundsétzlich zwei mogliche Szenarien:

1. Die Punkte teilen sich gleichméfig auf die beiden Voronoiregionen auf.
Dann sprechen wir vom Fall 2 : 2.

2. Ein Punkt befindet sich in einer Voronoiregion, die anderen drei Punkte
befinden sich in der anderen Region. Dies nennen wir den Fall 3 : 1.

Den Fall 4 : 0, da8 alle Punkte der Punktmenge in der gleichen Vo-
ronoiregion liegen, kénnen wir vernachlédssigen. In Abbildung 5.2 ist diese
Situation dargestellt. Alle Punkte befinden sich in der Voronoiregion des
Punktesy. Das bedeutet, falls man den Highway am Endpunkt y betritt und
am Punkt X wieder verlafit, dann hétte man sich von seinem eigentlichen Ziel
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Abbildung 5.2: Die Benutzung des Highways ist nicht sinnvoll.

weiter entfernt. Der direkte Weg vom Start- zum Zielpunkt, bzw. der Weg
itber den Punkt y zum Zielpunkt, falls der Highway diese Verbindung block-
iert, ist kiirzer als der Weg mit Benutzung des Highways. Die umgekehrte
Benutzung des Highway, d.h. der Highway wird am weiterentfernten Punkt X
betreten und am néhergelegenden Punkt y wieder verlassen, ist ebenso
nicht sinnvoll, weil der direkte Weg zum Highwayendpunkt y kiirzer ist
als der Weg iiber den Endpunkt X. In beiden Fillen stellt die Benutzung
des Highways einen Umweg dar. Der Highway wird demzufolge fiir kein
Punktepaar benutzt, deshalb kann ein Highway, der den Fall 4 : 0 herbeifiihrt
nicht optimal sein.

Ein Sonderfall tritt auf, wenn ein oder mehrere Punkte auf dem Bisektor
B(X,y) liegen.

B(x,y)

Abbildung 5.3: Es gibt zwei mogliche kiirzeste Wege von Punkt A zum Punkt
B.

Der Punkt A hat zwei gleich weit entfernte néichste Highwayendpunkte.
Wenn man vom Punkt A zum Highwayendpunkt X reist, gibt es zwei gleich-
wertige Moglichkeiten. Entweder man betritt den Highway am Endpunkt y
und verlafit diesen am Punkt X oder man reist auf dem direkten Weg zum
Punkt x. Aufgrund dessen kann der Highway die Reisezeit des Weges AX
nicht verkiirzen, er kann aber in einigen Fillen zur gleichen Reisezeit fithren.
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In diesem Sonderfall nennen wir also den Punkt X den néchsten Highway-
endpunkt des Punktes A. Der kiirzeste Weg vom Punkt A zum Punkt B in
Abbildung 5.3 verlduft demnach iiber den Highway, der im Punkt X betreten
wird. Aufgrund dieser Konventionen kénnen spéter unnotige Fallunterschei-
dungen vermieden werden.

5.1 Rechtecke

Wir betrachten nun ein Rechteck mit den Seitenléingen a und b. Es wird
folgendes Seitenverhéltnis angenommen: a < b. Die Lange der Diagonalen
bezeichnen wir mit ¢ := v/a2 + b2. Die Eckpunkte sind im Folgenden beliebig
angeordnet, ebenso die Zuordnung der Verbindungen zu den Seitenldngen.

D a C
C

b b

A a B

Abbildung 5.4: Rechteck aus den Punkten A, B, C und D.

Theorem 8 Gegeben sei ein Rechteck mit den eben eingeflhrten Bezeich-
nungen. Der optimale Highway fuhrt zu einer optimalen Gesamtreisezeit von

6a fur 2a<b (5.1)
4a+b sonst.

Fur Rechtecke mit 2a < b liegt ein Highwayendpunkt auf einer der beiden
kurzeren Rechteckseiten, der andere auf der gegenuberliegenden Seite. Fur
2a > b ist der optimale Highway eine der beiden ldngeren Viereckseiten. In
beiden Fallen gibt es keine weiteren optimalen Losungen.

Beweis. Wie schon in der Einleitung dieses Kapitels gezeigt wurde, kann
ein optimaler Highway nur so platziert sein, daf3 der Bisektor zwischen den
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beiden Highwayendpunkten die Punktemenge {A,B,C,D} im Verhiltnis
2:2 oder im Verhéltnis 3:1 teilt. Im Folgenden wird analysiert, wie sich die
beiden moglichen Platzierungsarten des Highways h auf die Gesamtreisezeit
auswirken und welche Platzierung sich als besser erweist.

1. A und B liegen ndher zu X und C und D liegen néher zu y:

D C

A B

Abbildung 5.5: Der Highwayendpunkt X liegt ndher zu A und B als der
Endpunkt y.

Da der Highway so platziert ist, daf§ die Rechteckpunkte A und B
naher zum Highwayendpunkt X liegen und die Punkte C und D n&her
zum anderen Highwayendpunkt y liegen, konnen nur die Verbindungen
AC, AD, BC und BD durch den Highway verbessert werden. Die
Verbindungen AB und CD kénnen vom Highway nicht profitieren,
weil Start- und Zielpunkt dieser Verbindungen jeweils den gleichen
néchsten Highwayendpunkt aufweisen. Eine Benutzung des Highways
wiirde vom eigentlichen Ziel wegfithren. Deshalb gilt fiir die Gesamt-
reisezeit gilt:

6dn ({A, B, C,D})
=d (A B)+dh(A C)+dh(A D)+dh( , )+ h(B,D)—I—dh(C,D)
= d )+m1n(d(A,C),kh(A)+kh( ))+min(d(A, D), kn(A)+kn(D))+

h
(A,
min(d(B, C), kn(B)-+kn(C))+min(d(B, D), kn(B)+kn(D))+d(C, D)+

w

Da die Eckpunkte A und B den gleichen néchsten Highwayendpunkt
haben, besitzen sie auch eine gemeinsame Rechteckseite. Hétten sie
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B(z,y)

Abbildung 5.6: Das Voronoi-Diagramm zerféllt in drei Voronoiregionen.

keine gemeinsame Seite, dann wéren sie iiber eine Diagonale miteinan-
der verbunden und die beiden anderen Rechteckpunkte C und D ldgen
gegeniiber auf dem Rand des Rechtecks jeweils zwischen den Punkten
A und B. Dann hétten das Punktepaar A,C und das Punktpaar C,B
eine gemeinsame Rechteckseite. Die Rechteckseiten sind also AC, AD,
BC und BD. Der Punkt C liegt nach Vorraussetzung in einer anderen
Voronoiregion als die Punkte A und B, deshalb trennt der Bisektor
B(X,y) die Diagonale AB vom Punkt C. Andererseits muss der Bi-
sektor B(X,y) auch den Punkt D und die Diagonale AB voneinander
trennen. Dies ist jedoch nicht moglich, da der Bisektor eine Gerade
ist. Deshalb konnen die Punkte A und B nicht iiber eine Diagonale
miteinander verbunden sein. Die Punkte A und B haben eine gemein-
same Seite.

Da die Eckpunkte unterschiedlich benannt sind, haben auch die Eck-
punkte C und D eine gemeinsame Seite. Lauft man den Rechteckrand
im Uhrzeigersinn entlang, folgt stets auf eine kurze eine lange Seite
und umgekehrt. Da die Seiten AB und CD nicht benachbart sind,
gilt:

d(A,B) =d(C,D).
Deshalb gilt fiir die Gesamtreisezeit:

6dn({A, B, C, D})

= 2d(A,B) + min(d(A, C),kn(A) + kn(C)) + min(d(A, D), kn(A) +
kn(D))+min(d(B, C), kn(B)+kn(C))+min(d(B, D), kn(B)-+kn(D))+
B
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Die Gesamtreisezeit des Highways hdngt nun davon ab, wie viele Seiten
durch den Highway verbessert werden. Ein Highway, der moglichst
viele Verbindungen verbessert, mufl nicht grundsétzlich optimal sein,
weil fiir jede verbesserte Strecke die Summe der Highwayzugangskosten
steigt. Fiir die Qualitdt des Highways ist entscheidend, wie stark ein-
zelne wenige Verbindungen verbessert werden. Im Folgenden wird un-
terschieden, wie viele Verbindungen durch den Highway verbessert
werden.

(a) Alle moglichen vier Seiten AC, BC, AD und BD werden verbessert:

6dn({A,B,C,D})

= 2B (B () O+ i

=d(A,B) >d(C,D)=d(A,B) =0

Zunéchst werden wir eine untere Schranke fiir die Gesamtreisezeit
angeben. Wie lassen sich die Highwayzugangskosten Kn(A)+kn(B)
nach unten abschétzen? Laut Voraussetzung haben die Eckpunkte
A und B den gleichen nichsten Highwayendpunkt. Durch die
Voriiberlegungen wissen wir weiterhin, daf§ diese beiden Punkte
iiber eine gemeinsame Rechteckseite miteinander verbunden sind.
Deshalb kénnen die Highwayzugangskosten dieser beiden Punkte
durch die Lange ihrer gemeinsamen Kante nach unten abgeschétzt
werden:

[=Ungl.

Kn(A) + kn(B) = d(A,x) +d(B,x) > d(A B).

Mit der gleichen Argumentation 148t sich ky, (C)+kn(D) > d(C, D)
zeigen. Laut den Voriiberlegungen gilt: d(C,D) = d(A,B). Die
Reisezeit d(A, B) ld8t sich nach unten durch die Lénge der kleins-
ten Verbindung abschétzen. Dadurch ergibt sich fiir die Gesamt-
reisezeit:

6dn({A,B,C,D} > 6d(A,B) > 6a

In welchem Fall erreicht nun ein Highway, der alle vier moglichen
Verbindungen verbessert, diese untere Schranke von 6a? Die bei-
den Rechteckseiten AB und CD miissen die kleinen Rechteck-
seiten sein, d.h. es muf} gelten d(C,D) = d(A,B) = a. Der
Highwayendpunkt X mufl auf dem Liniensegment AB und der
Highwayendpunkt y auf dem Liniensegment CD liegen. Laut
Voraussetzung werden die Verbindungen AC, AD, BC und BD
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durch den Highway verbessert, die beiden iibrigen Verbindungen
AB und CD werden durch den Highway nicht blockiert, weil die
Endpunkte auf diesen Seiten liegen. Deshalb gilt: B = 0.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl ein Highway h, der folgende Be-
dingungen erfiillt,

i. d(A,B)=d(C,D)=a

ii. x € AB

iii. y e CD
auch wirklich die vier geforderten Verbindungen verbessert. Dies
wird am Ende des folgenden Abschnitts erortert.

D C

A B

Abbildung 5.7: Ein moglicher optimaler Highway, beide Endpunke liegen auf
dem Mittelpunkt der kurzen Seiten.

(b) 3 Seiten werden verbessert:

Im Folgenden werden nur die Seiten AC, BC und BD verbessert.
Die Verbindung AD wird also nicht verbessert. Die Verbindungen
zwischen den Punkten A und B bzw. den Punkten C und D
konnen sowieso nicht verbessert werden, da wir einen Unterfall
von Fall 1 betrachten. Die anderen Fille kénnen mit analogen
Argumenten gefithrt werden. In dem hier untersuchten Fall gilt:

6dn({A,B,C,D}
=2d(A,B)+d(A,D)+kn(A)+kn(C)+kn(B)+kn(C)+kn(B)+
kn(D) + B

= 2d(A, B)+d(A, D) +kn(A) +kn(B) 4 kn(C) & n(D)+kn(C)+

>d(A,B) =>d(C,D)=d(A,B)

kh(B) +B
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Welche untere Schranke hat die Gesamtreisezeit in diesem Fall?
Wie im vorherigen Fall 1.(a) kénnen die Highwayzuganskosten
fiir die Punktepaare A,B und C,D jeweils mit d(A, B) nach unten
abgeschétzt werden. Dies fithrt zu folgender Gesamtreisezeit:

6dn({A,B,C,D}
> 4d(A,B) +d(A,D) + knh(B) +knh(C) +B

Die Highwayzugangskosten der Eckpunkte B und C kénnen nach
unten mit Null abgeschétzt werden. Dieses Minimum wird erzielt,
wenn die Highwayendpunkte auf diesen beiden Punkten liegen.
Der Term 4d(A, B)+d(A, D) wird minimal, wenn die Rechtecksei-
te AB die kleinste Dreieckseite ist und die Verbindung AD keine
Diagonale, sondern die grofiere Rechteckseite ist. Dies fiihrt zu
folgender unteren Schranke fiir die Gesamtreisezeit im Fall 1(b):

6dn({A,B,C,D}
>4a+b

In welchen Féllen wird diese untere Schranke unter der Voraus-
setzung, dafl die Seiten AC, BC und BD durch den Highway
verbessert werden, erreicht? Die Verbindung AB muf} die kurze
Rechteckseite und die Verbindung AD muf eine lange Rechteck-
seite sein. Aufgrund dessen miissen die Punkte B und C wegen
der unterschiedlichen Benennung der Eckpunkte auch iiber eine
gemeinsame Rechteckseite miteinander verbunden sein. Wenn man
den Highway vollstandig auf die Rechteckseite BC platziert, gilt:
kn(B)+kn(C) = 0. Gleichzeitig kann keine Verbindung durch den
Highway verschlechtert werden, wenn er auf dieser Seite liegt.
Dieser Term wird minimal, wenn die Seite AB die kleinste Seite
ist, also d(A,B) = a und die Verbindung AD keine Diagonale,
sondern eine Seite ist, dann gilt d(A,D) = b. Die Highwayzu-
gangskosten werden minimal, wenn die beiden Endpunkte auf
den beiden kiirzeren Seiten liegen. Es gilt kn(C) + kn(B) = 0,
falls ein Endpunkt auf dem Punkt C und der andere auf dem
Punkt B liegt. Da AD eine Rechteckseite ist, gilt dies auch fiir
CD, d.h. dieser Highway liegt auf einer Seite, so dal er keine
Verbindung blockieren kann. Deshalb gilt B = 0.

Wann ist die unter (a) gefundene Losung besser als die jetzt
gefundene Losung?

ba<4a+bs2a<b
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D C

A B

Abbildung 5.8: Ein optimaler Highway auf der Seite BC.

Falls die ldngere Rechteckseite mehr als doppelt so grof3 ist wie
die Kleinere, dann erweist sich die unter (a) gefundene Losung
als besser, d.h. die Endpunkte des optimalen Highways liegen
beliebig auf den beiden kiirzeren Rechteckseiten. Im anderen Fall
muf} der optimale Highway eine der beiden ldngeren Rechtecksei-
ten sein. Dies kann als Spezialfall der ersten Losung angesehen
werden.

Liegt nun das gefundene Minimum(x = B,y = C, d(A,B) = a,
d(A,D) = b) wirklich im Fall 1.(b), d.h. werden wirklich nur die
besagten drei Seiten AC, BC und BD verbessert und AD nicht?
Den Verbindungen AB und CD kann nicht geholfen werden,
weil die Endpunkte diese Verbindungen den gleichen néchsten
Highwayendpunkt haben. Offensichtlich wird die Verbindung BC
durch den Highway h = BC verbessert. Die beiden Verbindungen
auf den langen Diagonalen werden ebenfalls verbessert, weil gilt:
dh(B,D) = dn(A,C) = a < c. Es bleibt zu zeigen, daf die
Verbindung AD nicht verbessert wird. Die Seite AD liegt der
Verbindung BC gegeniiber, deshalb haben diese beiden End-
punkte von AD jeweils Highwayzugangkosten von jeweils a. Die
Reisezeit von A nach D iiber den Highway betrégt dann 2a. Der
direkte Weg fiithrt zu einer Reisezeit von b und ist deshalb kiirzer,
weil im Fall 1.(b) das Optimum fiir 2a > b erreicht wird. Der
Verbindung AD wird nicht geholfen. Das gefundene Minimum
liegt demnach im Fall 1.(b).

Fiir 2a > b wissen wir inzwischen, dass die Losung aus 1.(b) auf
jeden Fall besser ist als jede Losung, die zu Fall (a) gehort. Fiir
2a < b gehort jede in (a) als optimal vermutete Losung tatséchlich
zu Fall 1.(a), denn die beiden Seiten AB und CD werden durch
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den Highway nicht verbessert, weil die beiden Endpunkte dieser
Verbindungen jeweils den gleichen néchsten Highwayendpunkt
haben. Die restlichen Verbindungen werden verbessert. Im schlimm-
sten Fall haben beide Endpunkte, der vier Verbindungen, denen
der Highway hilft, Highwayzugangskosten von jeweils a. Die Rei-
sezeit iiber den Highway zwischen diesen Punkten betridgt dann
2a. Die Reisezeit ohne den Highway betridgt mindestens b, weil
die kurzen Seiten nicht verbessert werden. Laut Voraussetzung
gilt 2a < b, somit werden die restlichen vier Seiten verbessert.
Das Minimum liegt somit im Fall 1.(a).

weniger als drei Seiten werden verbessert:

Werden nur zwei Seiten durch den Highway verbessert, verschlech-
tert sich die durchschnittliche Reisezeit gegeniiber den unter (a)
und (b) gefundenen Lésungen. Wihlt man zwei Verbindungen
innerhalb eines Rechtecks aus, die durch einen Highway verbessert
werden sollen, dann ergeben sich grundsétzlich zwei Moglichkeiten.
Entweder sind alle Rechteckpunkte unterschiedlich oder ein Punkt
kommt doppelt vor. In beiden Féllen ist die Losung schlechtert
als unter (b).

i. alle Punkte unterschiedlich:

20(A, B) +2d(B, D)4 knf(A) + kn(B) +kn(C) + kn(D),

=2a+2b =2a
>4a+b

ii. ein Punkt doppelt:

Seien AC und AD die Verbindungen, die durch den Highway
verbessert werden. Folglich werden die Verbindungen BC
und BD nicht verbessert, d.h es gilt:

dn(B,C) +dn(B,D) > b+ c. Dann ergibt sich eine Gesamt-
reisezeit von:

(A (. C) 1 (5. Dl 2 of©) ek (O}

=2a =b+c =0

>4a+b

Im Minimum werden die Langen von AB und BD auf die beiden
Rechteckseiten gesetzt. Die Highwayzugangskosten werden wie
oben abgeschétzt.
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Sollte der Highway nur eine Verbindung verbessern, so ergeben
sich fiir die durchschnittlichen Reisekosten im besten Fall Kosten
von mindestens 2a + 2b + ¢ > 4a + b. Dies ist schlechter als
die optimale Losung. Auch in den Spezialfall 2a < b sind die
betrachteten Reisezeiten schlechter als 6a.

2. A, B und C liegen naher zu X und D n&her zu y:

D C

T

A B

Abbildung 5.9: Die Punkte A,B und C liegen niaher zum Highwayendpunkt

X.

Dadurch dafl die Punkte A, B und C néher zu dem Highwayendpunkt X
liegen als zu y, kénnen nur die Verbindungen AD, BD und CD ver-
bessert werden. Wie wirkt sich dies auf die Gesamtreisekosten aus?

6dn({A,B,C,D})
dh(A,B) +dn(A,C) +dn(A,D) 4+ dn(B,C) + dn(B, D) 4 dn(C, D)
d

= d(A,B) +d(A,C)+d(B,C) + 3kn (D) + kn(A) + kn(B) + kn(C) + B

Wie 148t sich der Term nach unten abschétzen?

Die Kosten fiir die vom Highway h nicht verbesserten Seiten kénnen
wie folgt abgeschétzt werden. Die Kanten bilden einen Zyklus innerhalb
des Rechtecks. Dies hat aufgrund der Beschaffenheit des Rechtecks
zur Folge, daf eine kurze Seite, eine lange Seite und eine Diagonale
durchlaufen werden. Deshalb gilt:

d(A,B) +d(B,C)+d(C,A) =a+b+c
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B(x,y)
D C
[ )
A B

Abbildung 5.10: Zyklus aus den Seiten AB, BC und AC.

Dies fiithrt zu folgender Gesamtreisezeit:

6dn({A, B, C,D})
=a+b+c+3kn(D)+ kn(A) +kn(B) +kn(C)+B

Im Fall 3:1 geniigt es eine untere Schranke fiir die Gesamtreisezeit
anzugeben, da wir sehen werden, dafl diese schlechter ist als die im
Fall 2:2 gefundenen optimalen Losungen.

Wie ld8t sich nun der Term 3kn(D) + kn(A) + kn(B) + kn(C) + B
nach unten abschétzen? Der Term 3Kn(D) wird minimal, wenn der
Highwayendpunkt auf dem Punkt D liegt. Dann gilt:

3kn(D) = 0

Die Blockadekosten kénnen ebenfalls nach unten mit Null abgeschétzt
werden. Die Punkte A, B und C haben laut Voraussetzung den gleichen
nichsten Highwayendpunkt X. Deshalb gilt:

kn(A) + kn(B) +kn(C)
X) +

)+
= d(A,x) + d(B, x) +d(C,x)
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Nach Lemma 5 gilt:

1
> (a% +b? +/3ab)

Fiir die Gesamtreisezeit bedeutet dies:

1
v, 2 2
6dn({A,B,C,D}) > a+b+c+ (a2 +b2++/3ab) + B

>a+b+c+ {g4+Db? +2bg) mit g := 2a
=a+b+c+ (b+09)

=a+2b+c+g
=Sla+ta+2b+c

Fiir den Fall 2a > b ist die Gesamtreisezeit der besten Losung aus
Fall 1 gleich 4a+b. Wir kénnen also sicher sein, daf alle Losungen aus
Fall 2(a) fiir 2a > b nicht optimal sind, wenn wir Folgendes zeigen:

4a+b<\%a+a+2b+c
e3as Fat+btc

=B <btc
<:)%<b+\/a27+b2
¢%<a+\/ﬁmita§b
o 6= 38 <54 \/2a2
&

i3

7
=38 ~ 2,15 < 2,4a ~ a + V2a2/

Fiir den Fall 2a < b ist die Gesamtreisezeit 6a im Fall 2 : 2 optimal.
Ist die jetzige Losung in diesem Fall besser als das bisherige Optimum
6a? Um zu zeigen, dafl die jetzt betrachtete Losung nicht optimal ist,
reicht es, folgende Ungleichung zu beweisen:

v
3
6a < 7a+\/a+2b+c

4a=2b 3
& ba< —at+isat+cy

Die letzte Ungleichung ist wegen ¢ > a immer erfiillt.

Es bleibt zu zeigen, dafl bei weniger als drei durch den Highway ver-
besserten Verbindungen der Fall 3 : 1 ebenfalls nicht optimal ist.
Wenn zwei Verbindungen geholfen wird, dann ergeben sich folgende
Highwayzugangskosten:
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2kn(D) + kh(E) + kn(F) mit E,F € {A, B,C}

Wir nehmen an, dafl die Verbindungen AD und BD verbessert werden.
Die anderen Fille folgen analog. Dann ergibt sich als Gesamtreisezeit:

6dn({A,B,C,D})
= atbrot dn(GDH KA frkn (B 4B Brm
>a >a =0 =0

> 3a+b+c>4a+b
Bei nur einer verbesserten Verbindung, hier BD, folgt:
6dn({A,B,C,D})

= a+b+c+ ﬁitﬁ(c’ D) ﬁ‘lqh(A’ DH lfhl(B) ﬁ‘hh(D?jL B
=0 =0

=a+b

= 2a+2b+c>4a+b

FEine Highwayplatzierung geméfl Fall 3 : 1 ist folglich nicht optimal.

|

5.2 Parallelogramme

Wir betrachten nun Parallelogramme, deren Seiten alle die gleiche Lange a
aufweisen. Die beiden Diagonalen € und f sind unterschiedlich jang; Wir
setzen folgendes Seitenverhéltnis voraus: 0 <e <a< fmit f:=2 a2 — (§)2.
Die Eckpunkte des Parallelogramms werden im Uhrzeigersinn fix mit A, B,
C und D benannt. In den folgenden Voriiberlegungen wird die Verbindung
AC als lange Diagonale angenommen.

Auf den ersten Blick erscheint eine beliebige Seite des Parallelogramms
als optimaler Highway geeignet. Wir setzen h = AB. Durch die Anordnung
der Punkte wird nicht nur die Seite AB selbst verbessert, sondern auch die
Seite AD und die lange Diagonale AC. Als Gesamtreisezeit fiir den Highway
h = AB ergibt sich:

6dn({A,B,C,D})
=dn(A,B) +dn(A,C) +dn(A,D) +dn(B,C) +dn(B,D) + dn(C,D)



48 KAPITEL 5. 4-ELEMENTIGE PUNKTMENGEN

Abbildung 5.11: Parallelogramm mit unterschiedlich langen Diagonalen.

=0+a+e+at+e+a
=3a+ 2e

Wenn man die Lénge der kleinen Diagonalen moglichst klein wéhlt, dann
erinnert die gegebene Situation an den Fall drei Punkte auf einer Geraden.
Dort ist es optimal, den Highway vollstdndig auf die ldngere Seite zu setzen.
Dies fithrt zu der Uberlegung den Highway h = AS zu betrachten, wobei S
den Mittelpunkt des Parallelogramms bezeichnet. Dieser Highway verbessert
ebenso drei Verbindungen, die beiden Seiten, die an den Eckpunkt der
Diagonalen angrenzen und die lange Diagonale. Ebenso wie der Highway
h = AB wird auch keine Verbindung blockiert bzw. verschlechert. Dann
ergibt sich folgende Gesamtreisezeit:

6dn({A,B,C,D})
= dn(A, B34 dn(A,C) 4+ dn(A, D) +dn(B,C) + dn(B, D) + dn(C, D)

=le+ a2—¥1?e)2+%e+a+e+a

=2 +2a+ a2-—(3e)?

Man erkennt, daf} sich fiir sehr kleine e die beiden Losungen aneinander
angleichen. Fiir beliebig gewihlte Diagonallingen e und T ist die zweite
Losung besser. Die halbe lange Diagonale erscheint als ein guter Kandidat
fiir den optimalen Highway. Wie wir nun sehen werden, 148t sich die zweite
Loésung noch ein wenig verbessern.

Theorem 9 Gegeben sei ein Parallelogramm mit den eben eingefuhrten
Bezeichnungen. Dann liegt ein Endpunkt des optimale Highways auf dem
Eckpunkt A der langen Diagonalen und der andere auf einem gewichteten
Fermatpunkt F des Dreiecks BCD, der die Gleichung

g(x) := 2d(x,B) + d(x,C) + 2d(x, D) minimiert. Dies fuhrt zu einer Ge-
samtreisezeit von 2a+ 2e+g(F ). Der Highway h = CF" der aus Spiegelung
an der kurzen Diagonalen aus dem Highway h = AF entsteht, ist ebenso
optimal. Sonst gibt es keine weiteren optimalen Platzierungen.
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Beweis. Der Beweis wird dhnlich dem Rechteckbeweis gefiihrt. Wir be-
trachten die beiden moglichen Highwayplatzierungsarten, den Fall 2 : 2 und
den Fall 3 : 1 und analysieren, zu welchen Gesamtreisezeiten diese beiden
Platzierungsarten fithren. Es wird angenommen, dafl die Eckpunkte des
Parallelogamms im Uhrzeigersinn benannt worden sind. Die Zuordnung der
Eckpunkte zu den Diagonalen ist jedoch in diesem Beweis nicht festgelegt.

1. A ist ndher zu X, B, C und D sind néher zu y:

Da die Eckpunkte B, C und D niher zum Highwayendpunkt y liegen,
konnen maximal drei Seiten durch den Highway verbessert werden,
nédmlich AB, AC und AD.

(a) h verbessert drei Verbindungen:

6dn({A,B,C,D})

= dn(A,B)+dh(A,C)+dn(A,D)+dn(B,C)+dn(B,D)+ds(C,D)
= kn(A) + kn(B) + kn(A) + kn(C) + kn(A) + kn(D)
+d(B,C)+d(B,D)+d(C,D) + B

Laut Voraussetzung sind die Eckpunkte des Parallelogramms im
Uhrzeigersinn mit A, B, C und D bezeichnet worden. Bisher
wurde keine Aussage dariiber getoffen, welche Punkte Endpunkte
der langen Diagonalen sind. Zunichst wird gezeigt, dafl der Punkt
A ein Endpunkt der langen Diagonale sein mufl. Wire dem nicht
so, dann hétte die lange Diagonale die Endpunkte B und D. Dann
wiirde gelten:

kn(B) + kn(D) = d(B,y) + d(D,y) > d(B,D) = .
Dadurch ergibt sich folgende Gesamtreisezeit:

Gdh({A, B,C,D})
> 3kn(A) +kn(C) +d(B,C) +d(B,D) +d(C,D) +f
> 3kn(A) + kn(C) + 2a + 2f

Im Folgenden wird eine obere Schranke fiir die Gesamtreisezeit
eines optimalen Highways von 2a+ 2e + % hergeleitet. Wir diirfen
also annehmen, dafl die lange Diagonale die Endpunkte A und C
hat, wenn gilt:
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2a+ 2f > 2a + 2 + 1f
& 2f > 2 + if
3
= 3f=>3e
&3 a2—(5)?>2e
<= 9(a? — (5%)2) > 4¢?
& 9a% > 262,/ wegen e < a

Daraus folgt zusammen mit der Voraussetzung, das die Eckpunkte
im Uhrzeigersinn benannt wurden:

d(B,C)+d(B,D)+d(C,D) =2a+e.
Daraus ergibt sich folgende untere Schranke fiir die Gesamtreisezeit:
6dn({A,B,C,D}) > 3kn(A) +kn(B)+kn(C)+kn(D)+2a+e+B

Wie 148t sich der Term 3k (A) +Kkn(B) +kn(C)+kn(D) + B nach
unten abgeschétzen 7

Laut Voraussetzung haben die Punkte B, C und D einen ge-
meinsamen néchsten Highwayendpunkt y. Deshalb kann der Term
folgendermaflen nach unten abgeschétzt werden:

kn(B) 4+ kn(C) + kn(D)

=d(y,B) +d(y,C)+d(y,D)

>d(F,B)+d(F,C)+d(F,D) ,wobei F der 1. Fermat-Punkt des
Dreiecks BCD ist

Platziert man den Highwayendpunkt y auf dem Punkt F, dann
konnten sich zusétzliche Blockadekosten fiir die Verbindung BD
ergeben. Deshalb ist es fiir die weitere Analyse der Reisezeit
wichtig zu unterscheiden, ob die kleine Diagonale BD durch den
Highway h geschnitten wird oder nicht.

i. Die Verbindung BD wird durch den Highway nicht geschnitten:

Die Gerade G, auf der sich die kurze Diagonale BD befindet,
teilt die Ebene in zwei Halbebenen. Sei G~ die Halbebene,
in der sich der Eckpunkt A befindet. Die anderen Endpunkte
des Parallelogramms befinden sich in der Halbebene G*. Die
Punkte der Geraden G werden der Halbebene G* zugeordnet.
Liegt der Highwayendpunkt y in der Halbebene G* muf$
zusétzlich unterschieden werden, ob y in dem Rechteck R
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liegt oder nicht. Das Rechteck R ist das minimale Rechteck,
das das Dreieck BCD umschliefit. Dies ist in Abbildung 5.12
dargestellt.

A. X und y liegen in der gleichen Halbebene:

G

Abbildung 5.12: Der Highway blockiert keine Verbindung.

Wenn beide Highwayendpunkte in der gleichen Halbebene
platziert sind, dann miissen beide Endpunkte, da wir
im Fall 3:1 sind, in der Halbebene G~ liegen. Das hat
zur Folge, dafl der Highway keine Verbindung im Dreieck
BCD blockiert werden kann, deshalb gilt B > 0. Fiir die
beiden Endpunkte der kurzen Diagonale gilt:

kn(B) + kn(D) > e.

Der iibrig gebliebene Eckpunkt C hat Reisekosten von
mindestens 3T zum Endpunkt y. Die Kosten Kn(A) kon-
nen nach unten durch Null angeschéatzt werden, falls der
Endpunkt x auf dem Punkt A liegt. Dadurch ergibt sich:
3Kn(A) + Kn(B) + kn(C) + kn(D) + B > e + 3f.

B.yeG " undy ZR:

Wir nehmen an, dafl der Punkt y oberhalb der langen
Diagonalen AC platziert ist. Der andere Fall folgt auf-
grund der Symmetrie. Die summierten Highwayzugangs-
kosten fiir das Punktepaar B, C konnen durch die Lénge a
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D

Abbildung 5.13: Das Rechteck R umschliefit das Dreieck BCD.

ihrer gemeinsamen Kante nach unten abgeschétzt werden.
Der Punkt D hat mindestens Kosten von e. Die Zugangs-
kosten fiir den Punkt A koénnen nach unten wieder durch
Null abgeschétzt werden. Ebenso die Blockadekosten B.
Deshalb gilt:

3kn(A) + kn(B) +kn(C) + kn(D)+B > e +a.

Im vorherigen Fall ergab sich eine untere Schranke von
3Kn(A) +kn(B)+kn(C)+kn(D) +B > e+ 3f. Aufgrund
der Anordnung der Punkte gilt: a > %f. Somit gilt:
e+a>e+ %f. Diese Platzierung des Highwayendpunktes
y kann deshalb nicht optimal sein.

C.yeG " undyeR:

Wie im vorherigen Fall nehmen wir an, daf§ sich der
Highwayendpunkt oberhalb der langen Diagonale befin-
det. Der andere Fall kann mit analogen Argumente ge-
fithrt werden. Die summierten Highwayzugangskosten fiir
das Punktepaar B, C koénnen wieder durch die Léange a
ihrer gemeinsamen Kante nach unten abgeschétzt werden.
Die Zugangskosten fiir den Punkt D sind nach unten
durch die Héhe Hp im Dreieck BCD beschrankt. Somit
ergibt sich:

kn(B) +kn(C) + kn(D) > Hp +a

Da der Highway das Liniensegment BD nicht schneidet,
mufl der Highway oberhalb des Punktes B verlaufen.
Dadurch erhohen sich die Zugangskosten fiir den Punkt
A. Diese werden offensichtlich minimal, wenn der Highway
auf einer Geraden durch den Punkt B liegt und der High-



5.2. PARALLELOGRAMME 93

way senkrecht auf der kleinen Diagonalen steht.

oo — g Y

D

Abbildung 5.14: Der Eckpunkt A hat Zugangskosten von mindestens %e.

Im Minimum betragen die Highwayzugangskosten fiir den
Punkt A %e. Die Highwayzugangskosten fiir den Punkt
A konnen nicht mehr verkleinert werden, weil sonst der
Punkt y nicht mehr im Rechteck R liegt. Dies fiihrt zu
folgender Gesamtreisezeit:

6dn({A,B,C,D})
> 3kn(A) + kn(B) + kn(C) + kn(D) +2a+e+ B
>3e+Hp+3a+e

Im Folgenden wird eine obere Schranke fiir die optimale
Gesamtreisezeit von 2a + 2e + %f hergeleitet. Die jetzt
hergeleitete untere Schranke ist in jedem Fall schlechter.

ii. Die Verbindung BD wird durch den Highway geschnitten:

oy C

.

B

Abbildung 5.15: Der Highway blockiert BD.

Wir wissen nun, daf3 sich der Highwayendpunkt im Rechteck
R befindet und er die Verbindung BD schneidet. Deshalb
miissen in diesem Fall die Blockadekosten B stérker bertick-
sichtigt werden.

Deshalb gilt:

B >kn(B)+knD)—-d(B,D)>0
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Daraus folgt:

3kn(A) +kn(B) +kn(C) + kn(D )+B

~ B2 A Oy (©) ~48.D)

>d(B,D)

Die Highwayzugangskosten fiir den Punkt A werden genau
dann minimal, wenn der Endpunkt X auf den Punkt A plat-
ziert wird. Der Highwayendpunkt y liegt im Dreieck BCD,
auf dem Punkt F, der den Term 2k (B) + 2kn(D) + kn(C)
minimiert. Dieser Term enthélt die Fermat-Weber-Gleichung
2d(y,B)+2d(y,D)+d(y,C). Wie laBit sich dieser Term nach
oben abschitzen? Wenn man den Schnittpunkt S der beiden
Diagonalen in diesen Term einsetzt, erhilt man eine sum-
mierte Highwayzugangszeit von e+ %f. Diese obere Schranke
ist schon besser als die vorher betrachteten unteren Schranken.
FEingesetzt in die Gleichung fiir die Gesamtreisezeit ergibt
sich in diesem Fall:

6dn({A,B,C,D}) < 2a+2e + if

Der Term 2Kn(B) + 2kn(D) + kn(C) ist demnach nach oben
durch e + %f beschrénkt.

Da fiir die Losung des Fermat-Weber-Problem keine allge-
meingiiltige geschlossene Formel bekannt ist, sondern nur ein
Naherungsverfahren, geben wir uns im Folgenden mit der
Reisezeit fiir y = S als obere Schranke zufrieden. Dies wird
ausreichen, um zu beweisen, dafl das Optimum tatséchlich
von dem Highway zwischen dem Punkt A und dem gewich-
teten Fermatpunkt angenommen wird.

(b) h verbessert zwei Verbindungen:

Es wird angenommen, dafl der Highway h die beiden Verbindung-
en AB und AC verbessert und das Paar AD nicht. Alle anderen
Paare kénnen nicht verbessert werden, weil wir im Fall 3:1 sind.
Die anderen Fille folgen analog.

6dn({A,B,C,D})
= dn(A,B)+dn(A,C)+dn(A,D)+dn(B,C)+dn(B,D)+ds(C, D)

= 2kn (A +I&_ﬁ]§_5%ﬁﬁg@ C) +d( )+d C’DHB

—2a+e

>4da+e
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Dies ist nicht optimal, wegen
2a + 2e + %f < 4a + e daraus folgt

e+ 3f <2ay, weil

e<aund 3f < (3f)2+e2=a
(c) h verbessert eine Verbindung:

Falls h nur eine Verbindung verbessert, dann ergeben sich im
Minimum die Kosten fiir die fiinf kleinsten Seiten, das sind in
unserem Fall vier Seiten und die kurze Diagonale.

dh({A,B,C,D})
> 4a+e

Dies ist nicht optimale, siche 1(b).

2. A und B haben X als néichsten Highwayendpunkt, C und D sind néher
zZuy:

Durch diese Art der Highwayplatzierung kénnen maximal vier Seiten
verbessert werden, ndmlich AC, AD, BC und BD.
Wir betrachten nun die Gesamtreisezeisezeit eines solchen Highways.

6dn({A, B, C,D})
= dn(A,B) + dn(A,C) + dn(A,D) +dn(B,C) + dn(B,D) + dn(C, D)

Laut Vorausetzung haben die Punkte A und B einen gemeinsamen
néchsten Highwayendpunkt X. Daraus lé8t sich folgern, daf§ die Ver-
bindung AB eine Seite des Parallelogramms ist. Wére sie keine Seite,
sondern eine Diagonale, dann kann der Fall 2:2 nicht mehr vorliegen.
Die Argumentation anhand der Voronoiregionen der Highwayendpunk-
te ist im Fall 2:2 im vorherigen Beweis iiber Rechtecke nachzulesen.
Aufgrund der Benennung der Eckpunkte im Uhrzeigersinn sind die
beiden Verbindungen AC und BD Diagonalen im Parallelogramm
ABCD. Wir nehmen nun an, dafl die lange Diagonale die Endpunk-
te A und C hat. Diese Annahme ist zuléssig, weil die Benennung
der Eckpunkt im Uhrzeigersinn an jedem beliebigen Punkt begonnen
werden kann. Deshalb gilt fiir die Gesamtreisezeit:
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6dn({A, B,C,D})
= 2a-+min(F, Ky (A)+kn(C))+min(a, ky(A)+kn(D))+min(a, kn(B)+
kh(C)) + min(e, kh(B) + kh(D)) +B

(a) h hilft vier Verbindungen:

dh({A,B,C,D})
> %2a+ 2(l§h](A) ﬁ_ﬁh(BH MC) ﬁ_hh(Dp__l—i- B

> 6a

Im Fall 3:1 wurde gezeigt, dafl die Gesamtreisezeit eines optimalen
Highways durch %f +2a+2e nach oben beschrénkt ist. Diese obere
Schranke ist besser als die jetzt gefundene Losung:

If +2a+ 2 <6a

— 1f 1 2e<4a
:>§f<2a,dae<a

— Va2 —e2<2a,da 3f = a2 —¢?
— a2 —e? < 4a?

— —e?<3a%/

h hilft drei Verbindungen:

Der Highway h verbessert die Verbindungen AC, AD und BC.
Der Verbindung BD wird nicht geholfen. Die anderen Félle folgen
analog.

6dn({A,B,C,D})
>2a+e+ thI(A) ﬁhh(BH thI(C) ﬁ‘hh(DHkh(A) + kh(C) +B

=a

>4a+e
Dies ist nicht optimal, siehe Fall 1 (b).
Weniger als drei Seiten werden verbessert:

Falls der Highway h nur eine Verbindung verbessern sollte, dann
werden die iibrigen fiinf Seiten nicht verbessert. Im Idealfall wiirde
der Highway die langste Verbindung verbessern, die Highwayzu-
gangskosten wiirden gleich Null sein und keine Verbindung wiirde
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verschlechtern werden. Dieser ideale Highway wiirde mindestens

Reisekosten von 4a-+e verursachen und wire nicht optimal. (siehe
Fall 2(b))

Falls zwei Verbindungen durch den Highway verbessert werden,
dann ergeben sich zwei Moglichkeiten zwei Verbindungen aus den
vier méglichen Verbindungen AC, AD, BC und BD auszuwéhlen.
Entweder werden die Verbindungen so ausgewéhlt, dafl alle in
ihnen vorkommenden Eckpunkte unterschiedlich sind oder ein
Eckpunkt kommt mehrfach vor.

i.

ii.

Alle Eckpunkte sind unterschiedlich:

In diesem Fall kénnen die Highwayzugangskosten
kn(A)+kn(B)+kn(C)+kn(D) mit 2a nach unten abgeschétzt
werden, weil jeweils die beiden Eckpunkte, die sich einen
gemeisamen Highwayendpunkt teilen, iiber eine Kante der
Lénge a miteinander verbunden sind. Die Reisekosten, der
vier nicht verbesserten Seiten, kénnen nach unten mit 3a+ e
abgeschétzt werden. Daraus folgt eine Gesamtreisezeit von:

3a+e+ thI(A) + kn(B) ﬁ_hh(C) + kh(D?:I: oa+e

=2a

Dies ist schlechter als die Gesamtreisezeit im Fall 2(b). Damit
ist dieser Fall nicht optimal.

Ein Eckpunkt kommt doppelt vor:

Im Optimum werden die beiden lingsten Seiten verbessert.
Die kleine Diagonale und drei Seiten werden demnach nicht
verbessert. Dadurch betrigt die Gesamtreisezeit der nicht
verbesserten Seiten mindestens 3a+ e. Die Highwayzugangs-
kosten 2kn(E) 4+ kn(F) + knh(G) mit E,F,G € {A,B,C,D}
betragen mindestens a, weil zwei Punkte, die eine gemeinsame
Kante der Lénge von mindestens a haben, einen gemeinsamen
néchsten Highwayendpunkt haben. Dadurch ergibt sich eine
Gesamtreisezeit von:

Ja+e+ %Jslh(E) + kqfrlﬁl) + kh(Gb: da+e

Dies entspricht der unter 2(b) gefundenen Reisezeit. Diese ist
nicht optimal.
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a

5.3 Dreiecke mit einem inneren Punkt

C

A--""‘ .\"*-B

a a
2 2

Abbildung 5.16: Gleichseitiges Dreieck mit inneren Punkt D.

Wir betrachten nun Dreiecke mit einem inneren Punkt. Zur Vereinfach-

ung betrachten wir gleichseitige Dreiecke. Die Dreiecksseitenléingen werden
mit a bezeichnet. Zuerst platzieren wir den inneren Punkt auf den Schwer-
punkt des Dreiecks. Der Schwerpunkt ist der Schnittpunkt der Seitenhalbie-
renden. In einem gleichseitigen Dreieck hat dieser die Eigenschaft, dafl alle
Eckpunkte des Dreiecks den gleichen Abstand zum Schwerpunkt haben. Sei
G die Gerade, auf der sich die Seitenhalbierende, die durch den Punkt C
verlauft, befindet. Dann gilt fiir alle Punkte X auf dieser Geraden
d(A,x) = d(x,B). Ebenso gilt fiir alle Punkte X, die sich auf der Seiten-
halbierenden, die durch den Punkt A verlduft, befinden: d(C, x) = d(x, B).
Kombiniert man beide Eigenschaften, so erhélt man:
d(A,x) = d(B,x) = d(C,x). Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden hat
demnach die gleiche Distanz zu allen Eckpunkten. Diesen Abstand bezeich-
nen wir im Folgenden mit b. Die Hohe des Dreiecks setzt sich aus den beiden
Summanden b := J—§a und € := %a zusamimen.
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Theorem 10 Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck mit den Eckpunkten A,
B und C. Der Schwerpunkt des Dreiecks wird mit D bezeichnet. Dann liegt
ein Endpunkt des optimalen Highways auf einem Eckpunkt und der andere
Endpunkt auf dem 1.Fermatpunkt des inneren Dreiecks, das die gegenuberlie-
gende Dreieckseite und der Punkt D bilden. Die optimale durchschnittliche
Reisezeit betragt (a + *.a + f) und f := d(A,F) + d(B,F) + d(D,F),
wobei F der 1. Fermatpunkt des Dreieckes ABD ist. Es gibt keine weiteren
optimalen Highwayplatzierungen.

Beweis. Wir betrachten nun nacheinander die beiden Platzierungsarten:
1. Fall 2:2 : A und B liegen néher zu X, C und D né&her zu y
2. Fall 3:1 : A, B, D liegen ndher zu X und C nédher zu y

Im Fall 3:1 kann der innere Punkt aufgrund der Anordnung der Punkte
nicht als einziger Punkt in der Voronoiregion eines Highwayendpunktes liegen.

VR(x) C

»B

Abbildung 5.17: Der Punkt D kann sich nicht alleine in der Voronoiregion
eines Highwayendpunktes befinden.

Lége der Punkt D als einziger Punkt in der Voronoiregion des Highway-
endpunktes y, dann miifite der Bisektor B(X,y) alle drei Punkte A, B, C von
D trennen. Dies ist jedoch nicht méglich. Denn euklidische Voronoi-Regionen
sind konvex. Deshalb miifite eine Voronoi-Region, die die Punkte A, B und
C enthélt, auch die konvexe Hiille ch({A,B,C}) enthalten. Insbesondere
miifite dann auch der Punkt D in der gleichen Voronoi-Region liegen. Im
Fall 3:1 geniigt es folglich den Fall zu betrachten, in dem die Punkte A,
B und D néher zu dem Highwayendpunkt X und der Punkt C néiher zum
Highwayendpunkt y liegt.
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Nun betrachten wir die beiden Platzierungsarten. Innerhalb des Beweises
wird nur die Gesamtreisezeit betrachtet.

1. A und B liegen niher zu X, C und D né&her zu y:

Durch diese Art der Highwayplatzierung kénnen die Verbindungen
AC, AD, BC und BD verbessert werden. Es geniigt uns in diesem
Fall untere Schranken fiir die Gesamtreisezeit anzugeben, da wir sehen
werden, dafl der Fall 3:1 immer Losungen liefert, die besser als diese
unteren Schranken sind.

(a) Vier Verbindungen werden verbessert:

dh(A,B)+dn(A,C)+dn(A,D)+dn(B,C)+dn(B,D)+dn(C,D)

> a+b+2(kn(A) Kkn(B)) 4 2(kn (C) 4:kn(D)) 4B

=2a =2b

>3a+3b

(b) Drei Verbindungen werden verbessert:

Falls drei Verbindungen verbessert werden, mufl man unterscheiden,
wie viele innere Verbindungen durch den Highway verbessert werden.

i. Zwei innere Verbindungen werden verbessert:

Hier wird angenommen, dafi die Verbindungen AD, BC und
BD verbessert werden. Die Verbindung AC wir nicht verbes-
sert. Der andere Fall folgt analog.

dn(A, B)+dh (A, C)+dnh(A,D)+dn (B, C)+dn(B, D)+dh(C,D)
=2a+b+ thI(A) %h(BH thI(C) —i—l_l%%(h(DHB
=a =b

>3a+2b

ii. Zwei duflere Verbindungen werden verbessert:

Hier werden die Verbindungen AC, AD und BC verbessert.
Die Verbindung BD wird nicht verbessert. Die andere Mog-
lichkeit folgt analog.
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dn(A, B)+dn (A, C)+dn(A,D)+dn (B, C)+dn (B, D)+dn(C, D)
= a4 20+ 2Kn(A) kn (B} 2Ky (C) okn(D) 4 B
=a =b

>2a+3b

(c) Weniger als drei Verbindungen werden verbessert:

Falls nur eine Verbindung verbessert wird, dann werden die restlichen
fiinf Verbindungen nicht verbessert. Dadurch ergeben sich Reisekosten
von mindestens 3b + 2a.

Bei zwei Verbindungen mufi man unterscheiden, wie viele kurze
bzw. lange Seiten verbessert werden. Folgende Verbindungen stehen
zur Verfiigung:

0o0oo
o 0 T QD

o O O O
ww>>
I

(
(
(
(

i. Beide kurzen Verbindungen werden verbessert:

Dann ergeben sich durch die nicht verbesserten Seiten Reise-
kosten von mindestens 3a + b. Die Kosten fiir die Highway-

benutzung betragen 2kn(D) + lEE (A) i Eh(B?:I
=a

Damit ergibt sich eine Gesamtreisezeit von mindestens
da+b=4a+ ~a~4,57a>3,73a ~ 2a+ V3a = 2a+3bh.

ii. Eine lange und eine kurze Verbindung werden verbessert:

Die nicht verbesserten Seiten verursachen Kosten von 2a+2b.
Die Seiten, die verbessert werden, verursachen Highwayzu-

gangskosten von mindestens 2kn (A)+ IEE (C) i hh(DEﬁollten
>b

die verbesserten Verbindungen so ausgewéhlt sein, dafl jeder
Eckpunkt genau einmal vorkommt, dann ergeben sich sogar
Kosten von a + b.

Die Gesamtreisezeit betrigt in jedem Fall mindestens 2a+ 3b.
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iii. Beide langen Verbindungen werden verbessert:

Die nicht verbesserten Seiten bewirken Kosten von 3b+a. Die
Highwayzugangskosten fiir die verbesserten Seiten betragen

2kn(C) + Ki(A) 4k (B)..

Dadurch ergibt sich eine Gesamtreisezeit von mindestens
2a + 3b.

Der Fall 2:2 bewirkt eine Gesamtreisezeit von 2a + 3b.

2. A, B, D liegen ndher zu X und C néher zu y:

In diesem Fall konnen nur die Seiten AC, BC und DC durch den
Highway verbessert werden.

(a) Drei Verbindungen werden verbessert:

dn({A,B,C,D})
= dn(A,B)+dn(A,C)+dn(A,D)+dn(B,C)+dn(B,D)+dn(C, D)
(

= UNBH OB HEHR I3 (C)hn(A)Hn (B) hn (D)
=a =b =b

B
=a+2b+ 3kn(C) + kn(A) + kn(B) + kn(D) + B

Wie 148t sich 3kn(C) + kn(A) + Kn(B) + kn(D) + B abschétzen?
Falls ein Highwayendpunkt auf dem Punkt C liegt und der andere
Endpunkt auf dem Mittelpunkt der Seite AB, dann blockiert der
Highway keine Verbindung, daher ist B = 0 und kn(C) = 0.
Fiir die Highwayzugangskosten fiir die Punkte A und B gilt:
Kn(A)+kn(B) = a. Die Zugangskosten fiir den Punkt D betragen
—a=3bh

In diesem Fall ergibt sich eine Gesamtreisezeit von 2a+ Q%b. Dies
bedeutet, diese Art der Highwayplatzierung ist besser als 2a+ 3b,
der im Fall 2:2 optimalen Losung. Die Gesamtreisezeit kann sogar
noch verbessert werden, wenn der andere Endpunkt auf dem
1.Fermatpunkt des Dreiecks ABD liegt. Der 1. Fermatpunkt liegt
bei einem gleichschenkligen Dreieck auf der Mittelsenkrechten,
d.h. auf der Gerade, auf der sich auch die Punkte C und D
befinden. Deshalb kann diese Platzierung keine neuen Blockaden
hervorrufen. Der 1. Fermatpunkt ist laut Lemma 3 der Punkt,
der die Summe d(X, A) +d(X, B) +d(x, D) minimiert. Es existiert
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kein anderer Punkt, der diese Eigenschaft erfiillt. Da laut Vor-
aussetzung die Punkt A, B und D den gleichen néchsten High-
wayendpunkt aufweisen, gilt:

d(x,A) +d(x,B) +d(x,D) = kn(A) + kn(B) + kn(D).

In diesem Fall wird der Highway optimal platziert, in dem man
einen Highwayendpunkt auf einen Eckpunkt des &ufieren Dreiecks
setzt und den anderen Endpunkt auf dem 1. Fermatpunkt des
inneren Dreiecks, das die gegeniiberliegende Dreieckseite und der
Punkt D bilden.

Ad » B

Abbildung 5.18: Optimaler Highway in einem gleichseitigen Dreieck mit
einem inneren Punkt, der auf dem Schwerpunkt liegt.

Wie im Folgenden erértert wird, kann es im Fall 3:1 keine bessere
Platzierung geben.

Weniger als drei Verbindungen werden verbessert:

Falls nur eine Verbindung durch den Highway verbessert wird,
dann ergibt sich eine Gesamtreisezeit von mindestens 2a + 3b
(siehe Fall 1 (c)).

Bei zwei verbesserten Seiten mufl dhnlich wie im Fall 2:2 un-
terschieden werden, wie viele lange bzw. kurze Seiten verbessert
werden. Folgende mogliche Verbindungen stehen zur Auswahl:

d(A,C)=a
dB,C)=a
d(D,C)=b
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i. Beide langen Seiten werden verbessert:

Kosten fiir die nicht verbesserten Seiten: 3b + a

Kosten fiir die verbesserten Seiten: 2kn(C) + lEE (A) 1 Eh(B?:I
>a

Gesamt: 3b + 2a

ii. Eine kurze und eine lange Seite werden verbessert:

Kosten fiir die nicht verbesserten Seiten: 2b + 2a

Kosten fiir die verbesserten Seiten: 2kn(C) + IEE(B) i Eh(DEI
=b

Gesamt: 3b + 2a Der andere Fall folgt analog.

a

Bei einem gleichseitigen Dreieck, bei dem der innere Punkt auf dem

Schwerpunkt des Dreiecks liegt, liegt ein Endpunkt des optimalen Highway
auf dem 1. Fermatpunkt eines inneren Dreiecks und der andere auf dem
Eckpunkt des dufleren Dreiecks, dafl dem inneren Dreieck gegeniiberliegt.
Was passiert, wenn man sich nun von der Einschridnkung, das der innere
Punkt auf dem Schwerpunkt des Dreiecks liegt, 16st? Dann erhélt man drei
innere Verbindungen b, ¢ und d, die alle kleiner sind als die Seitenlédnge a.
Mit analogen Argumenten wie im vorherigen Beweis 148t sich zeigen, daf3
die Highwayendpunkte des optimalen Highways so angeordnet sind, daf§ die
Punkte A, B und D néher zu X liegen und der Punkt C n&her zu y liegt,
wobei die Verbindung CD die ldngste innere Verbindung ist.
Da sich der Eckpunkt C, der innere Punkt D und der 1.Fermat-Punkt F des
Dreiecks ABD nicht mehr auf einer Geraden befinden, kann der Punkt C
nicht mehr wie im vorherigen Fall mit dem Punkt F verbunden werden, ohne
daf eine Verbindung durch den Highway blockiert wird. Fiir die Platzierung
der Highwayendpunkte mufl folgender Term minimiert werden:

kh(C) + kh(A) + kh(B) + kh(D) +B

Fine Vermutung ist, dafl in einigen Féllen das Optimum von einem
Highway erreicht wird, dessen einer Endpunkt auf dem Punkt C liegt und
der durch den Punkt D verlauft, wobei der andere Endpunkt moéglichst nahe
am 1. Fermatpunkt F liegt. Umgekehrt kénnte das Optimum auch dadurch
erzielt werden, dafl man einen Highway wéhlt, der duch den Punkt D verlauft
und der im 1. Fermatpunkt F beginnt und méglichst nahe am Punkt C
endet. Beide Moglichkeiten fithren zu Highways, die keine Verbindung ver-
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C

A ¢ » B

Abbildung 5.19: Die Punkte C, D und F sind nicht mehr kollinear.

schlechtern. Auch ist nicht auszuschliefien, dafl ein optimaler Highway eine
Verbindung blockiert kénnte, aber im Gesamtergebnis doch optimal ist. Die
Frage, wie in diesem Fall ein Highway optimal platziert wird, bedarf weiterer
Betrachtungen.
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Kapitel 6

Beliebige Punktmengen

Wir untersuchen nun beliebige Punktmengen und versuchen Aussagen iiber
die Lage des optimalen Highways zu treffen. Falls sich ein minimaler Bereich,
in dem sich der optimale Highway befinden muf}, angeben l&8t, dann 1483t
sich dieser z.B. dazu verwenden, die Laufzeit eines Brute-Force-Verfahren zur
Bestimmung des optimalen Highways zu verringern. Die erste Fragestellung
lautet, ob der Highway in der konvexen Hiille liegt. Dabei stoflen wir direkt
auf ein Problem, das in Abbildung 6.1 verdeutlicht wird. Gegeben ist eine
Punktmenge S und die dazugehorige konvexe Hiille, die in der Abbildung
durchgezogen gezeichnet ist. Der Punkt p liegt auf der konvexen Hiille. Der
Highway h liegt zum Teil innerhalb der konvexen Hiille.

Abbildung 6.1: Wie 1a8t sich der Highway h verbessern?.

Die Frage lautet, kann man den Highway h verschieben bzw. verandern,
so dal er ganz innerhalb der konvexen Hiille liegt und gleichzeitig eine
bessere durchschnittliche Reisezeit aufweist? Falls man jeden Highway, der

67
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zumindest teilweise aulerhalb der konvexen Hiille liegt, derart transformieren
konnte, dann hétte man gezeigt, dafl jeder optimale Highway innerhalb der
konvexen Hiille liegt.

In der Situation von Abbildung 6.1 ist anzunehmen, daf§ der Punkt p vom
Highway am meisten profitiert, weil der Punkt p besonders nah an einem der
beiden Highwayendpunkte liegt. Ein erster Versuch wire den zu p néchsten
Highwayendpunkt so zu verschieben, dafl die Zugangskosten fiir den Punkt
moglichst gering sind, d.h. man setzt den Highwayendpunkt auf den Punkt p.
So entsteht der Highway h” Dann blockiert aber der neue Highway hMdie
Verbindung zwischen den Punkten p; und p2 und es ist nicht ersichtlich, ob
hPwirklich besser ist als der Highway h.

Falls man diesen Fall vermeiden mochte, kénnte man h am Schnittpunkt
mit der konvexen Hiille abschneiden. Der Highway wiirde dann vollstdndig
innerhalb der konvexen Hiille liegen und keine zusétzlichen Blockadekosten
verursachen (siehe z.B. die Verbindung ps, p2), aber die Highwayzugangskos-
ten fiir den Punkt p wéren viel grofler geworden als vor der Transformation.
Dieser neue Highway wire vermutlich auch schlechter als der urspriingliche
Highway h.

Die Frage, ob der optimale Highway innerhalb der konvexen Hiille liegt, ist
demnach nicht so leicht zu beantworten. Als erstes Ergebnis 148t sich jedoch
festhalten, dafl der optimale Highway zumindest die konvexe Hiille beriihren
muf:

Lemma 11 Gegeben sei eine Punktmenge S in der Ebene und ein High-
way h, der auBerhalb der konvexen Hulle von S liegt. Dann existiert ein
Highway h'] der die konvexe Hulle beruhrt, mit dy,«(S) < dn(S).

Beweis. Gegeben sei eine Punktmenge S in der Ebene und ein Highway h,
der sich vollsténdig aulerhalb der konvexen Hiille befindet. Wir konstruieren
durch Verschiebung des Highways h in Richtung der konvexen Hiille einen
Highway hY der die konvexe Hiille beriihrt und zeigen, da der Highway h"
zu einer besseren durchschnittlichen Reisezeit fithrt als der Highway h.

Aus der Konvexgeometrie ist bekannt, dafl es zu je zwei disjunkten
kompakten konvexen Mengen im R? immer eine Gerade gibt, die diese
trennt. Sei G die Gerade, die den Highway h von der konvexen Hiille ch(S)
trennt. Offenbar kann man G so wihlen, dafi sie die konvexe Hiille ch(S)
beriihrt, weil man die Gerade solange vom Highway h auf die konvexe
Hiille ch(S) zu bewegen kann, bis diese die konvexe Hiille beriihrt. Die
Endpunkte X und y des Highways h werden so auf die Gerade G projiziert,
daB die Segmente xx"und yy"senkrecht auf dieser stehen, wobei x"und y"
die Endpunkte des projizierten Highways hPsind. Dies ist in Abbildung 6.2
dargestellt.
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Abbildung 6.2: Der Highway h wird in Richtung der Geraden G verschoben
bis er die Konvexe Hiille beriihrt.

Falls der neue Highway hdie konvexe Hiille nach dieser Projektion nicht
beriihren sollte, wie in Abbildung 6.3 gezeigt, dann kann durch folgendes
Verfahren sichergestellt werden, dafl immer eine Geradenplatzierung gefun-
den wird, in der der projizierte Highway htdie konvexe Hiille ch(S) beriihrt:
Die Projektion beriihrt immer genau dann die konvexe Hiille, wenn die
durch den Beriithrpunkt der Gerade G laufende, senkrecht auf der Geraden
stehende Halbgerade s den Original-Highway schneidet. Dies ist in Abbildung
6.2 dargestellt. Liegt die Gerade G gerade auf einer Kante von ch(S), so
schiebt man die senkrechte Halbgerade s stetig mit dem Uhrzeigersinn um
die konvexe Hiille ch(S) auf dieser Kante herum, bis der andere Kanten-
endpunkt erreicht ist. Auf der folgenden Kante wird genauso verfahren. Die
so bewegte Halbgerade s fegt, wenn man sie einmal ganz um ch(S) herum
bewegt, die gesamte Ebene bis auf die konvexe Hiille ch(S) aus. Sie muf}
also irgendwann einmal den Highway h treffen.

Im schlimmsten Fall trifft die Halbgerade s zwar den Highway h, aber
in dieser Stellung liegt der Highway h nicht mehr ganz auf der von ch(S)
abgetrennten Seite der Gerade G. Wir finden aber tatséchlich immer eine
Stellung, in der s den Highway h schneidet und gleichzeitig G die konvexe
Hiille ch(S) von h trennt. Denn nach unserer Voriiberlegung, gibt es eine
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G

Abbildung 6.3: Falls hPdie konvexe Hiille nicht beriihrt, wird die Gerade G
im Uhrzeigersinn um den Punkt A gedreht.

Ausgangsstellung, in der die Gerade G die Trennungseigenschaft hat und die
konvexe Hiille ch(S) beriihrt. Wenn s jetzt den Highway h nicht schneidet,
bewegen wir G und S entsprechend, so dafl sich s auf h zu bewegt. Durch
diese Bewegung kann es nicht sein, dafi h die von G abgetrennte Halbebene
verlaflt, denn diese wird so gedreht, dafl der Winkelbereich, in dem h von
dem Anfangspunkt von S aus liegt, weiter in die Mitte der Halbebene riickt.
Dies ist in Abbildung 6.4 dargestellt. Also trifft s irgendwann h, und der
Highway h liegt dann ganz in der richtigen von G gebildeten Halbebene.

Da beide Highways h und hYkeine Verbindung blockieren, kénnen beide
Highways nur Verbindungen verbessern. Aufgrund der Verschiebung ist der
Highway h"dann sogar besser, denn es gilt fiir jedes Punktepaar
E,F €ch(S):

kndE) + kno{F) < kn(E) +kn(F)

|

Die Frage, ob der optimale Highway innerhalb der konvexen Hiille der
Punktmenge liegt, bleibt weiter offen. Man kann jedoch zeigen, daf} der
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ch(S)

Abbildung 6.4: Durch Drehung der Gerade G wird immer eine geeignete
Geradenplatzierung gefunden.

optimale Highway zumindest nicht vollstdndig in der konvexen Hiille liegt,
wenn man nur die Reisezeit bestimmter Punktepaare betrachtet. Dies kénnte
ein Indiz dafiir sein, dal der optimale Highway, die konvexe Hiille zwar
beriihrt, aber nicht vollstdndig in ihr liegt. Dazu betrachten wir den uns
schon bekannten Fall eines gleichseitigen Parallelogramms, in dem nur die
Verbindungen zweier Punktepaare betrachtet werden, AC und BD. Die
Eckpunkte sind wie in Abbildung 6.5 fix benannt. Die Seiten werden mit
a bezeichnet, die Diagonalen mit e und f. Folgendes Seitenverhéltnis wird
vorausgesetzt: a > 2e und f > 2e. Das geht zum Beispiel duyrehqWahl von
e =2und f = 8. Denn dann gilt f =8 >4 = 2e und a = %ez—l-%fzz
VI+16 = V17 > V16 = 4 = 2e.

Abbildung 6.5 zeigt ein Parallelogramm mit einem Highway, der sich aufler-
halb der konvexen Hiille befindet. Die Gesamtreisekosten dieses Highways
betragen dn(A,C) + dn(B,D) = 2e. Dieser Highway verbessert die lange
Verbindung AC und blockiert im Gegenzug die Verbindung BD nicht. Dies
1&8t vermuten, dafl sich der optimale Highway zumindest nicht vollstindig
in der konvexen Hiille befindet. Dies wird im Folgenden bewiesen.

Lemma 12 Gegeben sei ein Parallelogramm mit den eben beschriebenen
Voraussetzungen. Es wird nur die Reisezeit zwischen den Punktepaaren AC
und BD betrachtet. Dann liegt der optimale Highway nicht vollstandig in-
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Abbildung 6.5: Wenn man nur die Punktepaare AC und BD betrachtet, liegt
der optimale Highway zumindest nicht vollstdndig innerhalb der konvexen
Hiille.

nerhalb der konvexen Hulle.

Beweis. In den Voriiberlegungen hatten wir einen Highway betrachtet, der
auflerhalb der konvexen Hiille liegt und der zu einer Gesamtreisezeit von 2e
fithrt. Es wird nun bewiesen, daf} jeder Highway, der vollstandig innerhalb
der konvexen Hiille liegt, zu einer schlechteren Gesamtreisezeit fithrt. Damit
ist dann gezeigt, dafl der optimale Highway in dieser Situation zumindest
teilweise auBerhalb der konvexen Hiille liegt. Sei h ein Highway, der sich
innerhalb der konvexen Hiille befindet. Daraus folgt, daff auch die beiden
Endpunkte X und y innerhalb der konvexen Hiille liegen. Im Folgenden wird
analysiert, wie sich die Gesamtreisezeit der Highways h in Abhéngigkeit zur
Anzahl der verbesserten Verbindungen verhilt.

1. Beide Verbindungen AC und BD werden verbessert:

Werden beide Verbindungen verbessert, dann folgt daraus, dafl sich
jeweils zwei Eckpunkte des Parallelogramms einen néchsten Highway-
endpunkt teilen, wir befinden uns im Fall 2:2. Da die Verbindung AC
verbessert wird, konnen die Punkte A und C nicht denselben néchsten
Highwayendpunkt haben. Dies bedeutet, da sich entweder die Punkte
A und D oder A und B einen néchsten Highwayendpunkt teilen. Diese
Punktepaare teilen sich eine gemeinsame Kante mit Lange a. Damit
lassen sich die Highwayzugangskosten fiir z.B. das Punktepaar AD
durch die Lénge ihrer gemeinsamen Kante abschétzen. Gleiches gilt
fiir das Punktepaar BC. Fiir den Fall, das die Punkte A und D einen
gemeinsamen néchsten Highwayendpunkt besitzen folgt:

dh(A,C) + dh(B, D)
= kn(A) 1k (D)4 Kn(B) kn(C)

> 2a > 2
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Dies ist wegen e < a nicht optimal.

2. Nur die Verbindung AC wird verbessert:

Wenn der Highway h nur eine Verbindung verbessert, geniigt es den
Fall zu betrachten, dafl die Verbindung AC verbessert ist. Sollte der
Highway die Verbindung BD verbessern, dann wird der Verbindung AC
nicht geholfen. Dadurch ergibt sich eine Gesamtreisezeit von mindes-
tens F. Laut Voraussetzung gilt T > 2e. Daher es ist zuldssig, nur den
Fall zu betrachten, in dem der Verbindung AC geholfen wird.

Fiir die Reisezeitabschétzung ist es wichtig wissen, ob der Highway die

B

G~ G G™*
Abbildung 6.6: Die Gerade G trennt die Ebene in zwei Halbebenen G~ und
G*.

Verbindung BD blockiert oder nicht. Dazu teilen wir die Ebene durch
eine Gerade G, die durch die kurze Diagonale BD des Parallelogramms
verliuft, in zwei Halbebenen G* und G~. Dies ist Abbildung 6.6
dargestellt. Da sich laut Voraussetzung beide Highwayendpunkte in-
nerhalb des Parallelogramms befinden, kann die Verbindung BD nur
dann durch den Highway h blockiert werden, wenn die beiden End-
punkte in unterschiedlichen Halbebenen liegen. Sonst wird diese Ver-
bindung nicht blockiert. Betrachten wir zunéchst den Fall, daf} die
Verbindung BD nicht blockiert wird.
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BD wird nicht blockiert:

Da die Verbindung BD nicht blockiert wird, befinden sich die
beiden Highwayendpunkte in der gleichen Halbebene. Wir nehmen
an, dafi sich die Highwayendpunkte in der Halbebene G™ befinden.
Der andere Fall folgt analog. Die Reisekosten dn(A,C) konnen
dann nach unten durch die Highwayzugangskosten des Eckpunk-
tes C abgeschitzt werden. Es gilt kn(C) > %f. Dadurch ergibt
sich folgende Gesamtreisezeit:

dn(A,C) +dn(B,D) > 3f +e>2e

Wegen der Voraussetzung f > 2e kann dieser Fall nicht optimal
sein.

BD wird blockiert:

Da die Verbindung BD durch den Highway blockiert wird, liegen
die beiden Highwayendpunkte in unterschiedlichen Halbebenen.
Sei X der Highwayendpunkt, der in der Halbebene des Punktes A
liegt, und sei y in der Halbebene, in der sich der Punkt C befindet.
Da BD nicht verbessert wird, gilt fiir die Reisezeit zwischen den
Punkten B und D:

dn(B,D) = min{d(B, x) + d(D, x),d(B,y) + d(D,y)}

Wir nehmen an, da8 d(B,x) +d(D,x) < d(B,y) + d(D,y) gilt.
Ansonsten wird die Benennung der Eckpunkte vertauscht, ebenso
die Benennung der Highwayendpunkte X und y. Dann verschieben
wir den Highwayendpunkt y auf den Punkt C, dadurch wird die
Reisezeit dp(A, C) kleiner, sofern der Endpunkt nicht schon auf
dem Punkt C lag. Die Reisezeit dn(B,D) bleibt unverédndert.
Dann ergibt sich folgende Gesamtreisezeit:

dh(A,C) —I-dh(B,D)
> d(A,x) +d(B,x) +d(D, x)
> d(A,x) +d(B, x)
>d(A,B) =a>2e

Die Gesamtreisezeit ist in diesem Fall nach unten durch die Linge a
beschrénkt. Dies ist schlechter als die in Voriiberlegungen gefun-
dene Gesamtreisezeit. Deshalb kann kein Highway, der vollsténdig
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innerhalb der konvexen Hiille liegt, in dieser Situation optimal
sein.

a

Der optimale Highway beriihrt also entweder die konvexe Hiille oder
er liegt zumindest teilweise innerhalb. In welchem Bereich miissen sich die
Endpunkte eines Highways mindestens befinden, damit er optimal ist? Sei
d der Durchmesser der Punktmenge S.

d := maxe f s{d(e, f))

Dann gibt es einen Bereich Hg, der die konvexe Hiille ch(S) umschlief3t.
Dieser ist wie folgt definiert:

Definition 13 Hq:= {p € R?|3q € ch(S) : |pq| < d}

Der minimale Abstand zwischen der konvexen Hiille und einem Punkt
auf der Grenze des Bereichs Hy betriagt d. Abbildung 6.7 zeigt den Bereich
Hyq fiir eine rechteckige konvexe Hiille ch(S).

Hqg

Abbildung 6.7: Die Highwayendpunkte des optimalen Highways miissen sich
innerhalb des Bereichs Hy befinden.
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Lemma 14 Gegeben sei eine Punktmenge S und ihr dazugehoriger optimale
Highway h. Dann liegen beide Highwayendpunkte innerhalb des Bereichs Hy.

Beweis. Angenommen der Highway h sei optimal platziert und mindestens
ein Endpunkt liegt auflerhalb von Hg, sagen wir X ¢ Hg. Der Highway
kann keinem Punktepaar helfen. Denn wenn er einem Punktepaar e, T helfen
wiirde, wiirde die Ungleichungskette
dn(e, f) = min(d(e,x) +d(f,y),d(e,y) +d(f,x)) > min(d 4+ d(f,y),d(e,y) +
d) > d gelten. Der direkte Weg fiihrt zu einer Reisezeit von d(e, f) < d, der
Weg mit dem Highway fiihrt aber zu dp(e, ) > d(e, f). Der Highway hilft
also keinem Punktepaar, er kann jedoch durch Blockade eine Verbindung
eventuell verschlechtern. Ein Highway, der auf einer Kante der konvexen
Hiille zwischen den Punkten a und b mit a,b € ch(S) liegt, verschlechert
keine Verbindung und verbessert jedoch zumindest die Verbindung ab und
fithrt damit zu einer besseren durchschnittlichen Reisezeit als der Highway
h. Dies ist ein Widerspruch zur Optimalitidt von h!

O

Beide Highwayendpunkte liegen also im Bereich Hgy. Der Durchmesser

des Bereichs Hg ist dreimal so grofl wie der Durchmesser der konvexen Hiille
der Punktmenge. Daher stellt sich die Frage, wie sich der Bereich, in dem
sich der optimale Highway befindet, weiter eingrenzen lafit. Abhilfe schafft
interessanterweise eine geometrische Struktur aus der Online-Bewegungspla-
nung, die sogenannte Angle Hull. Diese wurde erstmals von F. Hoffman, Ch.
Icking, R.Klein und K. Kriegel vorgestellt [9, 8].
Gegeben ist eine zusammenhéngende konvexe Region D in der Ebene. Als
Veranschaulichung fiir die Definition der Angle Hull von D kann folgende
Vorstellung dienen. Ein Photograph will ein Photo der Region D schieflen.
Auf diesem soll moglichst viel von dieser Region D zu sehen sein. Die Region
soll das Photo komplett ausfiillen, daher diirfen keine weiflen Flecken auf
dem Photo zu sehen sein. Der Photograph benutzt einen festen Winkel von
90°. Bevor er das Photo schiefit, 1lauft er einmal um die Region herum und
inspiziert alle moglichen Stellen, die fiir das Schielen des Photos in Frage
kommen. Formal &8t sich die Angle Hull wie folgt definieren:

Definition 15 Gegeben sei eine zusammenhéngende konvexe Region D in
der Ebene. Die Angle Hull AH (D) sei die Menge aller Punkte in der Ebene,
von denen aus zwei Punkte der Region D in einem rechten Winkel gesehen
werden konnen.

Zu einer gegebenen Region D stellt sich die Frage nach Lénge des Weges,
die der Photograph zuriicklegt hat. Auf jedem Punkt dieses Weges beriihren
die Schenkel des Winkels einen Grenzpunkt der Region D. Diese Grenzpunk-
te gehoren zur konvexen Hiille von D. Daher héngt die Lénge des Weges nicht
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von der Region D selbst ab, sondern von der konvexen Hiille der Region D.
Daher gilt[8]:

AH (D) = AH(ch(D))

Klein u.a. konnten zeigen, dafi der Umfang der Angle Hull AH(D) ma-

ximal § mal der Umfang der konvexen Hiille ch(D) betréigt. In der Online-
Bewegungsplanung ist meist eine Variante des eben beschriebenen Problems
von Belang. Die Region D ist von einem Polygon P umschlossen, dessen
Winde undurchsichtig sind. Der Photograph méchte keine Wénde des Po-
lygon P auf seinem Photo haben. Deshalb verdndert sich der Weg des
Photographen wie folgt: Falls die AH(D) im Polygon enthalten ist, bewegt
er sich auf dieser, ansonsten lduft er die Wand bzw. den Rand des Polygons
D ab. Klein u.a. konnten zeigen, dafl die untere Schranke fiir den Weg
des Photographen zweimal den Umfang der konvexen Hiille der Region D
betréagt.
Zuriick zum Highwayproblem. Wir hatten gezeigt, dafl der optimale Highway
innerhalb des Bereichs Hq liegt und iiberlegt wie sich der Bereich, in dem sich
der optimale Highway befindet, weiter einschrinken 1afit. Es kann gezeigt
werden, dafl sich beide Endpunkte des optimalen Highways in der Angle
Hull der Punktmenge befinden miissen.

Theorem 16 Gegeben sei eine endliche Punktmenge S in der Ebene, dann
liegen die Endpunkte des optimalen Highways in der Angle Hull AH(S) der
Punktmenge S.

Beweis. Gegeben sei eine Punktmenge S. Sei h ein Highway, dessen End-
punkte sich auflerhalb der Angle Hull AH(S) befinden. Es geniigt zu zeigen,
daf es einen Highway hUgibt, dessen Endpunkte innerhalb der Angle Hull
liegen und fiir den gilt:

dhe(S) < dn(S).

Damit ist gezeigt, dafi die Endpunkte des optimalen Highway innerhalb
der Angle Hull AH(S) liegen miissen.

Zunéchst wird die Transformation des Highways h beschrieben, die wir
benutzen werden, um immer einen passenden Highway hYzu finden. Man
mufl unterscheiden, wie viele Endpunkte des Highways h auflerhalb der Angle
Hull AH(S) liegen.
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1. ein Endpunkt liegt auflerhalb der Angle Hull:

o X

ch(S)

Abbildung 6.8: Ein Endpunkt des Highways h liegt aulerhalb der Angle
Hull.

Sei h ein Highway, dessen Endpunkt X aulerhalb der Angle Hull AH(S)
liegt. Der Highwayendpunkt y befindet sich in der Angle Hull AH(S).
Deshalb gibt es auf dem Highway h einen Punkt x5 an dem der
Highway h die Angle Hull AH(S) schneidet. Der Highway h entsteht
durch Entfernung des Segments xx"von h.

2. beide Endpunkte liegen auflerhalb der Angle Hull:

(a) hnch(s) = 0:

T h Y
L R LR PP °
0 2O A= y 40

ch(S)

Abbildung 6.9: Der Highway h beriihrt die konvexe Hiille ch(S) nicht.
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Sei h ein Highway, der komplett aulerhalb der Angle Hull AH (S)
platziert ist. Die Transformation verlduft in zwei Schritten. Zu-
néchst wird der Highway h gemifi Lemma 11 an die konvexe
Hiille ch(S) herangeschoben. Sind dann beide Highwayendpunkte
X und y innerhalb der Angle Hull AH(S), so ist die Transforma-
tion abgeschlossen. Ansonsten wird die unter 1. beschriebene Ver-
kiirzung des Highway h an dem Endpunkt bzw. an den Endpunk-
ten, die auflerhalb der Angle Hull liegen vollzogen. Der enstandene
Highway hliegt dann vollstéindig in der Angle Hull AH(S).

(b) hnch(S) # 0:

Abbildung 6.10: Beide Endpunkte des Highways h liegen auflerhalb der
Angel Hull AH(S).

Sei h ein Highway, der die konvexe Hiille ch(S) schneidet, dessen
Endpunkte jedoch auflerhalb der Angle Hull AH(S) liegen. Der
Highway h wird an beiden Enden in der unter 1. beschriebenen
Weise verkiirzt. Der neu entstandene Highway hUliegt vollstindig
innerhalb der Angle Hull AH(S).

Nach dieser Transformation ist ein Highway h entstanden, dessen Endpunkte
innerhalb der Angle Hull AH(S) liegen und der die konvexe Hiille beriihrt.
Es bleibt zu zeigen, daf} gilt:

dhE(S) < dh(S).

Wir betrachten eine Gerade G, die senkrecht auf dem Highway h liegt
und die diese im Punkt X schneidet. Der Punkt X hat zwei Tangenten mit der
konvexen Hiille ch(S). Der Winkel zwischen diesen Tangenten wird mit o
bezeichnet. Da sich der Punkt X auflerhalb der Angle Hull AH(S) befindet,
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Abbildung 6.11: Die Gerade G’ trennt die konvexe Hiille ch(S) vom
Highwayendpunkt X.

ist der Winkel o kleiner als 90°. Die konvexe Hiille ch(S) liegt vollstidndig
auf der Seite von G, auf die auch der Highway h fiihrt. Wir verschieben die
Gerade G in Richtung konvexer Hiille bis der Winkel o genau 90° betrégt,
bzw. bis der Rand der konvexen Hiille erreicht ist. Diese Gerade wird mit
G"bezeichnet und steht ebenfalls senkrecht auf dem Highway h.

Dann liegt X“genau auf GY Da aufgrund der Konstruktion die zu G
orthogonale Komponente von (X — p) fiir jeden Punkt aus S betragsméBig
grofer ist als diejenige von (X"—p), die Léngen der zu G parallelen Kompo-
nenten der beiden Vektoren aber gleich sind, gilt |x —p| < |[x"-p|. Da h"eine
Teilmenge von h ist, kann er auch nicht mehr Paare blockieren als h. Der
Highway hUfiihrt demnach zu einer besseren durchschnittlichen Reisezeit.

O

Abbildung 6.12 zeigt einen Highway mit den Endpunkten X und VY.
Der Punkt X liegt genau auf der Angle Hull AH(S). Die Frage lautet,
kann man den Highway h noch weiter verkiirzen und somit den Bereich, in
dem sich die Highwayendpunkte befinden miissen, noch weiter eingrenzen?
Wenn man den Highway am Punkt XMverkiirzt, dann vergréBern sich die
Highwayzugangskosten fiir den Punkt A. Ebenso kénnten noch weitere Punk-
te in der Punktmenge S existieren, fiir die die Zugangskosten steigen wiirden.
Natiirlich konnte es auch Punkte geben, die von der Highwayverkiirzung
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ch(S)

Abbildung 6.12: Der Highway h kann nicht beliebig verkiirzt werden.

profitieren wiirden. Dies ist jedoch abhiingig von der genauen Verteilung
der Punkte innerhalb der konvexen Hiille. Deshalb 148t sich bei beliebiger
Anordnung der Punkte die Frage, ob sich der Bereich, in dem sich die
Highwayendpunkte befinden miissen, weiter verkleinern l&f3t, nicht durch
einfache Argumente beantworten. Die Erkenntnisse, die in diesem Kapitel
gewonnen wurden, helfen bei dem im folgendem Kapitel vorgestellten Brute-
Force-Verfahren den Bereich einzugrenzen, in dem nach dem optimalen High-
way gesucht werden muf.
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Kapitel 7

Brute-Force-Verfahren

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Abbildung 7.1: Punktmenge S mit dem dazugehoérigen Punkteraster R.

In diesem Kapitel wird ein Brute-Force-Verfahren zur Bestimmung des
optimalen Highways vorgestellt. Dieses Verfahren ist im Zuge dieser Di-
plomarbeit in einem Applet implementiert, welches im Geometrie-Labor der
Abteilung Informatik I der Universitdt Bonn zu finden ist. Die Grundidee
basiert darin, ein Raster iiber die gegebene Punktmenge S zu legen. Die
Schnittpunkte im Raster werden als Testpunkte in die Rasterpunktmenge R
eingefiigt. Dann wird fiir jeden Highway mit den Endpunkten i,j € R die
durchschnittliche Reisezeit bestimmt. Das Punktepaar i, j, das die niedrigste
durchschnittliche Reisezeit aufweist, ergibt die beste Annéherung an den op-
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timalen Highway. Durch Verfeinerung des Rasters kann der approximierte
Highway beliebig nah an den optimalen Highway herankommen. Im Kapitel 6
iiber endliche Punktmengen wurde gezeigt, dafl sich der optimale Highway
im Bereich Hg befindet. Aufgrund dessen kann das Raster auf den Bereich Hy
beschriankt werden.

Der Algorithmus verwendet zwei Funktionen:

1. : calculateRaster[S,p]:

Abbildung 7.2: Der Bereich Hyg wird durch die Boundig-Box BB
implementiert.

Der Funktion wird die Punktmenge S und ein Wert fiir die Genauigkeit
p iibergeben. Die Bounding-Box um die konvexe Hiille wird um den
Durchmesser d der konvexen Hiille ch(S) ausgedehnt. Diese hat die
Lénge | und die Breite b. Danach werden an der rechten oberen Ecke
beginnend die Punkte in die Testmenge R eingefiigt. Dabei betrigt der

Abstand zwischen zwei horizontal benachbarten Punkten jeweils % und
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zwischen zwei vertikal benachbarten Punkten %. Dies ist in Abbildung
7.2 fiir die oberste Reihe dargestellt.

2. : avgTraveltime(S,R][i],R[j]):
Der Funktion avgTraveltime werden die Punktmenge S und die beiden

Endpunkte R[i] und R[j] des zu testenden Highways tibergeben. Die
Reisezeit eines Punktepaares e,f ist wie folgt definiert:

Fiir ef NRI[i|R[j] # 0:

dn(e, ) := min(|ex|+|xy|/v+|yF|, |ex|+ |xF|, |ey|+|yx|/v+|xF|, |ey|+
yfl)

Fiir (ef NR[i]R[j] = 0):
dn(e, f) := min(|ef|, |ex| + [xy|/v + |yF], |ey| + |yx|/v + |xF]|)

Die Funktion testet zundchst anhand der Geradengleichung, ob der
Highway R[i|R[j] das Segment ef schneidet. Dann wird die Reisezeit
dn(e, ) berechnet. Die durchschnittliche Reisezeit aller Punktepaare
der Menge S ist einer definiert als

e
dn(P) := %_:1 p.q Epeq dn (P, 9)-

Die Funktion hat eine Zeitkomplexitit von O(|S?|) und die Platzkom-
plexitiat O(|S|).

Damit 148t sich das Brute-Force-Verfahren wie folgt definieren:
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Algorithm 7.0.1 Brute-Force-Verfahren
// Dem Algorithmus werden die Punktmenge S und die Rechenzeit
iibergeben.
// Initialisierung der Variablen
Xopt += (0,0)
Yopt 1= (0,0)
// die Variable p gibt die Genauigkeit des Punktrasters an
p := Startwert
while Laufzeit < MaxZeit do
// Initialisierung der Variablen

p=2p

R[] := calculateRaster|S, p]

min := oo

x :=(0,0)

y == (0,0)

// hier beginnt das Brute-Force-Verfahren
fori =1tondo

for j =1 tondo
t = avgTraveltime(S, R[i], R[j])
if t <min then

X = RJi]
y = R[]
t=m
end if
end for
end for
Xopt = X
yopt =Yy
end while

return Xgus, Yopt




Kapitel 8

Bedienungsanleitung

Im Rahmen dieser Diplomarbeit ist ein Applet entstanden, welches im Geo-
metrie-Labor der Abteilung Informatik I der Universitéit Bonn zu finden ist
und das auf der vorhandenen Java-Bibliothek der Abteilung Informatik I
aufbaut. In diesem Kapitel wird die Bedienung des Applets beschrieben.
Das Applet ist mit Java 5.0 geschrieben und benétigt einen Browser, in dem
Java 5.0 installiert ist.

Folgende Funktionen sind implementiert:

1. Berechnung der durchschnittlichen Reisezeit und der durchschnittlich-
en Dilation einer durch den Benutzer eingegebenen Eingabemenge

2. Brute-Force Verfahren zur Bestimmung des optimalen Highways
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8.1 Eingabe einer Punktmenge

Um Punktmengen in das Applet einzugeben mufl zunéchst der point-input
Button betétigt werden. Dieser versetzt das Applet in den point-input Modus.
Das Applet erlaubt grundsétzlich drei verschiedene Eingabearten:

1. Eingabe einer endlichen Punktmenge (finite pointset)
2. Eingabe einer Kurve (curve)

3. Eingabe einer Punktmenge, die durch eine Kurve eingeschlossen ist
(curve interior)

Diese konnen in der Combobox neben dem point-input Button ausge-
wahlt werden. Nach der Festlegung der Eingabeart kénnen die Punktmen-
gen durch Driicken der linken Maustaste in dem editierbaren Bereich des
Applets eingegeben werden. Dabei ist zu beachten, dafl nur eine Eingabeart
gleichzeitig verwendet werden kann, d.h. wird die Eingabeart wéhrend der
Punkteingabe gewechselt, werden alle bisherigen eingegebenen Punkte ge-
16scht.

Bei den verschiedenen Eingabearten sind folgende Besonderheiten zu
beachten:

1. finite pointset:

Bei dieser Eingabeart kann die eingegebene Punktmenge durch Ver-
schiebung einzelner Punkte verdndert werden. Dazu wird der ent-
sprechende Punkt durch Driicken der linken Maustaste ausgewéhlt.
Dieser kann bei gedriickter linker Maustaste verschoben werden. Dieser
Vorgang wird durch Loslassen der linken Maustaste abgeschlossen und
die Koordinaten dieses Punktes werden in der Punktmenge verédndert.

2. curve und curve interior:

Das Applet erlaubt nur die Eingabe geschlossener Kurven. Diese beste-
hen aus einzelnen Liniensegmenten. Als Punktmenge werden im Fall
curve alle Punkte genommen, die sich auf der eingegebenen Kurve
befinden. Im Fall curve interior besteht die Punktmenge aus allen
Punkten, die sich in dem von der Kurve eingeschlossenen Gebiet be-
finden. In diesen beiden Féllen berechnet das Applet nidherungswei-
se die durchschnittliche Reisezeit, in dem zufillig Punkte aus dem
eingegebenen Gebiet bzw. auf der eingegebenen Kurve ausgewihlt
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werden. Durch Driicken der linken Maustaste werden die Endpunkte
der einzelnen Liniensegmente eingegeben. Die Eingabe wird durch
Driicken der rechten Maustaste abgeschlossen. Dann wird der zuerst
eingegebene Punkt mit dem zuletzt eingegebenen Punkt durch ein Li-
niensegment verbunden. So wird gewéhrleistet, dafl die Kurve stets
geschlossen ist.

Durch Driicken des Reset Buttons kann die eingebene Punktmenge in-
klusive des Highways geloscht werden.

8.2 Highwayeingabe

Um einen Highway einzugeben, mufl zunéchst der highway-input Button
gedriickt werden. Dieser versetzt das Applet in den highway-input Modus.
Die Eingabe des Highways erfolgt durch Eingabe der beiden Highwayend-
punkte. Dies erfolgt durch Driicken der linken Maustaste an den entsprech-
enden Positionen. Nachdem beide Highwayendpunkte eingegeben worden
sind, erscheint der Highway in roter Farbe an der eingegebenen Position. Zu
beachten ist, dafl nur ein Highway gleichzeitig eingegeben werden kann.

Das Applet bietet zwei Moglichkeiten den Highway zu editieren:

1. Eingabe der Highwaygeschwindigkeit:

(a) unendliche Geschwindigkeit:

Die Highwaygeschwindigkeit wird im Applet oben rechts angezeigt.
Diese ist beim Starten des Applets auf unendlich gesetzt. Durch
Selektion von infinite in der infinite Checkbox wird die Geschwin-
digkeit auf unendlich gesetzt.

(b) endliche Geschwindigkeit:

Durch Deselektion von infinite in der infinite Checkbox kann die
Geschwindigkeit verédndert werden, indem im Textfeld speed die
gewiinschte Geschwindigkeit eingegeben wird. Wichtig ist, dafl die
Eingabe mit Driicken der ENTER-Taste beendet wird. Danach
wird oben rechts die neue Highwaygeschwindigkeit angezeigt.
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2. Loschen des Highways:

Durch Driicken des reset-Highway Buttons kann der Highway aus der
Eingabemenge wieder entfernt werden. Die eingegebenen Punktmenge
bleibt jedoch erhalten. Diese Funktion ermdoglicht es bei einer eingege-
benen Punktmenge mehrere Highways hintereinander einzugeben und
ihre durchschnittliche Reisezeit miteinander zu vergleichen, ohne das
jeweils die Punktmenge wieder neu eingegeben werden mufl.

8.3 Berechnungen

Im Applet sind zwei Funktionen implementiert. Es kann zu einer gegebenen
FEingabemenge die durchschnittliche Reisezeit und die durchschnittliche Di-
lation beziiglich einer gewihlten Metrik berechnen und es kann zu dieser
Eingabemenge den optimalen Highway durch die im vorherigen Kapitel
beschriebenen Brute-Force Methode berechnen.

1. Wahl der Metrik:

In der metric Combobox im unteren Drittel des Applets 14t sich die
Metrik auswiihlen. Das Applet verfiigt iiber die euklidische Metrik L,
die Manhatten Metrik L und die Maximumsmetrik Lo,. Die aktuelle
Metrik wird in der Combobox angezeigt.

. Berechnung der durchschnittlichen Reisezeit und der durchschnittlichen

Dilation:

Durch Driicken des calculate-traveltime Buttons wird die durchschnitt-
liche Reisezeit und die durchschnittliche Dilation der eingegebenen
Punktmenge und eines eventuell eingegebenen Highways berechnet.
Das Ergebnis wird oberhalb des Punkteditors angezeigt.

. Benutzung des Naherungsverfahren:

Das im vorherigen Kapitel beschriebene Brute-Force Verfahren zur
Bestimmung des optimalen Highways ist in diesem Applet implemen-
tiert. Nach Eingabe einer Punktmenge wird das Verfahren durch Driick-
en des calculate-highway Buttons gestartet. Der approximierte Highway
wird nach der Berechnung in der editierbaren Flache angezeigt. Neben
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dem calculate-highway Button befindet sich das Textfeld time, in dem
die Berechnungszeit in Sekunden eingegeben werden kann. Wichtig
ist, dafl die Eingabe der Berechnungsdauer erst durch Driicken der
ENTER-Taste abgeschlossen ist. Beim Starten des Applets ist dieser
Wert auf 5 Sekunden gesetzt.
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